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Предисловие

Настоящий учебник по высшей математике адресован студентам нема-
тематических специальностей и направлений высших учебных заведений.
Подбор разделов высшей математики, включенных в книгу достаточно ши-
рок и предусмотрен Государственнымиобразовательными стандартамиин-
женерных, экономических и других нематематических специальностей, за
исключением специальных разделов математики. Кроме того, при изло-
жении материала авторы старались избегать громоздких доказательств и
излишнего формализма, оставаясь, тем не менее, на достаточном уровне
строгости.

Книга предназначена для самостоятельного изучения высшей матема-
тики. Такой учебник особенно нужен студентам дистанционной или, как её
раньшеназывали, заочнойформыобразования.Этаособенность выражает-
сявбо́льшейнасыщенностииллюстрирующимииобучающимипримерами,
в акценте на содержательной стороне изложения и доступности.

Излагаемый в книге вариант курса высшей математики сложился на
основе лекций, читаемых авторами на различных факультетах НГТУ на
протяжении ряда лет.

Последовательность изучения глав, предложенная в книге, не является
единственно возможной и может быть изменена по усмотрению препода-
вателей, организующих учебный процесс.
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Глава 0.

Введение.

Общематематические

понятия

Великая книга природы
Написана языком математики.

Г. Галилей (1564–1642)

§ 0.1. Структура математического языка

Рассмотрим некоторые важные математические понятие, используемые
в самых разных разделах математики.

Пусть A — условие теоремы, т.е. то, что предполагается данным, а B —
ее заключение, т.е. то, что требуется доказать. Наиболее распространенная
форма математического утверждения

A ⇒ B. (0.1.1)

ЗдесьA иB—некоторые высказывания, а само утверждение (0.1.1) читается
как «A влечет B», «B есть следствие A», или «если A, то B». При этом A назы-
вают достаточным условием дляB (т.е. того, что содержится вA достаточно,
вполне хватает для того, чтобы было справедливо утверждение B), а B —
необходимым условием для A (т.е. B не обойдешь, если выполняется A).

Если одновременно выполнены: A ⇒ B и B ⇒ A, то высказывания A и
B называются равносильными, или эквивалентными, что выражают также
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одним из следующих способов: «A есть необходимое и достаточное усло-
вие для B», «A выполнено тогда и только тогда, когда выполнено B», или
символически

A ⇔ B.

Доказательствоматематическогоутверждениясостоитвпостроениипо-
следовательности других утверждений, образующих цепочку следствий:

A ⇒ A1 ⇒ A2 ⇒ ·· · ⇒ B,

где каждое следствие есть либо уже доказанное утверждение (теорема, лем-
ма), либо аксиома, либо содержится в исходном предположении A.

В любом языке, в том числе и в русском, конечное число слов. И ясно,
что невозможно дать определения всех понятий. Ибо в этом случае неиз-
бежны порочные логические круги A1 ⇒ A2 ⇒ ·⇒ An ⇒ A1. В математике
некоторые основные, первичные понятия или объекты не определяются и
предполагаются интуитивно ясными и не вызывающими не однозначные
толкования. Такими являются, например, понятия натурального и целого
числа, понятие точки и прямой в геометрии). Системы аксиом устанавлива-
ют "правила игры"с этими объектами. Все последующие понятия вводятся
с помощью математических определений (например, рациональны числа
определяются как числа, которые можно представить в виде отношения
двух целых чисел).

§ 0.2. Множества

Из основных понятий математики наиболее общим является понятие
множества.

Под множеством понимается совокупность некоторых объектов, кото-
рые называются элементами множества. Тот факт, что x является элементом
множества M, обозначается x ∈ M (читается «x принадлежит M»). Если же x

не является элементом M, то это обозначают x /∈ M («x не принадлежит M»).
Множество задают с помощью простого перечисления всех его элемен-

тов, если это возможно, и записывают в виде:M = {x1,x2, . . . ,xn}. Например,
множество всех арабских цифр A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Другой способ задания множества основан на том, что все элементы
данного множества объединяются некоторым общим для них свойством.
Если элемент x обладает некоторым свойством P, будем обозначать это
P(x). Тогда множество M, которое состоит из всех элементов множества S,
обладающих свойством P, обозначается одним из следующих способов:

M = {x ∈ S | x обладает свойством P} =

= {x ∈ S | P(x)} = {x ∈ S : P(x)}.
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Например, промежуток [a,b] действительной числовой оси можно задать
следующим образом:

[a,b] = {x ∈ R | a 6 x 6 b)}.
Множество A называется подмножеством множества B (обозначается

A ⊆ B), если все элементы множества A принадлежат множеству B. Если
A ⊆ B и B ⊆ A, то множества A и B называются равными, или совпадающими
(обозначается A = B), очевидно, они состоят из одних и тех же элементов.
Среди всех множеств выделяют пустое множество /0, не содержащее ни
одного элемента, и универсальное множество U , содержащие все элементы.
Для любого множества A считаются выполненными включения: /0 ⊆ A ⊆U .
Множества /0 и A называются несобственными подмножествами A.

ОбъединениеммножествAиBназываетсямножествоA∪B, состоящееиз
элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств A или B.Пересече-
нием множеств A и B называется множество A∩B, состоящее из элементов,
принадлежащих каждому из множеств A и B. Объединение и пересечение
множеств можно задать равенствами:

A∪B = {x | x ∈ A или x ∈ B},
A∩B = {x | x ∈ A и x ∈ B}.

Разностью множеств A и B называется множество A \B, состоящее из
элементовмножестваA, не принадлежащихмножествуB.Дополнениеммно-
жества A называется множество A, состоящее из всех элементов, не принад-
лежащих A. Иначе:

A\B = {x | x ∈ A и x /∈ B},
A = {x | x /∈ A} = U \A.

Наглядное представление об операциях с множествами дают так назы-
ваемые диаграммы Эйлера–Венна (рис. 0.1).

A∪B A∩B A\B A

Рис. 0.1

В заключениеотметим, чтообъединениеипересечение более двухмножеств
определяются аналогично, а для их обозначения используются следующие
способы:

n⋃

k=1

Ak = A1 ∪A2 ∪·· ·∪An,

11



∞⋂

k=1

Ak = A1 ∩A2 ∩·· ·∩An ∩ . . .

§ 0.3. Множество действительных чисел

Строгое изложение высшей математики и ее центрального раздела —
математического анализа — основано на свойствах действительных чисел.
Исходным для определения множества действительных чисел является так
называемый натуральный ряд, или множество N натуральных чисел

1,2, . . . ,n, . . .

Из школьного курса математики читатель знаком с основными свойствами
множестванатуральныхчисел,поэтомумыостановимсялишьнанекоторых
из них. Наиболее содержательным является так называемый «принцип (или
аксиома) математической индукции», который заключается в следующем.

Если: 1) некоторое свойство P выполняется для n = 1 и 2) из выполни-
мости P для n = k следует его выполнимость для n = k + 1, то свойство P

выполняется для любого n ∈ N.
Проиллюстрируем применение принципа математической индукции на

следующем примере. Из курса элементарной математики известна формула
для вычисления суммы Sn = b1 +b2 + · · ·+bn первых n членов геометриче-
ской прогрессии

Sn =
b1(1−qn)

1−q
. (0.3.1)

Докажем эту формулу методом математической индукции.

1) При n = 1 формула (0.3.1) выполняется очевидным образом:

S1 =
b1(1−q1)

1−q
= b1.

2) Пусть (0.3.1) выполнена для n = k. Тогда для n = k +1

Sk+1 = Sk +bk+1 =
b1(1−qk)

1−q
+b1 ·qk =

b1(1−qk)+b1qk(1−q)

1−q
=

=
b1 −b1qk +b1qk −b1qk+1

1−q
=

b1(1−qk+1)

1−q
.

Сравнивая крайние члены в этой цепочке равенств, видим, что формула
(0.3.1) доказана для n = k+1. В проделанных вычислениях была использова-
на формула (0.3.1) при n = k, справедливая согласно индуктивному предпо-
ложению, иформула общего члена геометрическойпрогрессии: bk+1 = b1qk.
В силу принципа математической индукции, формула (0.3.1) справедлива
при любом n ∈ N.
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Из других свойств натурального ряда отметим, что для любого числа
n ∈ N существует непосредственно следующее за ним число n+1 ∈ N, а для
любого натурального n 6= 1 существует непосредственно предшествующее
ему число n−1 ∈ N. На множестве натуральных чисел вводятся отношения
6,>,<,>, а также операции сложения a+b и умножения a ·b.

Требование выполнимости обратных операций для сложения и умно-
жения приводит к необходимости расширения множества N. Так, для вы-
полнимости операции вычитания a− b к множеству N добавляют число 0

и множество N− = {−1,−2, . . . ,−n, . . .} целых отрицательных чисел. Полу-
ченное в результате множество Z = N∪{0}∪N− называется множеством
целых чисел. Точно так же, требование выполнимости операции деления

a : b =
a

b
приводит к расширению множества Z целых чисел до множества

Q рациональных чисел, которое определяется следующим образом:

Q = {x | x =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ Z, q 6= 0}.

Множество Q рациональных чисел, в свою очередь, оказывается недо-
статочным для использования в различных областях математики и ее при-
ложений. Например, оказалось, что квадратное уравнение x2 = 2 не имеет
решения в множестве рациональных чисел. Предположив, что при некото-

рых целых p и q число x =
p

q
удовлетворяет уравнению x2 = 2, мы придем к

противоречию. Действительно, можно считать, не ограничивая общности,

что дробь x =
p

q
несократимая.Подставим x в данное уравнение. Тогда полу-

чим цепочку следствий:

(
p2

q2
= 2

)
⇔ (p2 = 2q2) ⇒ (p2 — четное число) ⇔

(p — четное число) ⇔ (p = 2p1, p1 ∈ Z).Подставляя значение p = 2p1 в ра-
венство p2 = 2q2, получим: 4p2

1 = 2q2 ⇔ 2p2
1 = q2, откуда следует, что q2, а

значит и q —четное число. Но тогда q = 2q1 для некоторого q1 ∈ Z, поэтому

дробь
p

q
=

2p1

2q1
сократима, чтопротиворечитпервоначальномудопущению.

Другиепримерынедостаточностимножества рациональныхчиселпред-
ставляютсявпроцессеизмерениядлин.Например, есликатетыпрямоуголь-
ногоравнобедренного треугольникаимеютдлиныпо1, то длина c гипотену-
зы не может быть представлена никаким рациональным числом: по теореме
Пифагора c2 = 12 + 12 = 2, а это невозмохно в множестве Q. Геометриче-
ски это означает несоизмеримость катета и гипотенузы: нет такой единицы
масштаба δ, которая целое число раз отложилась бы на катете и гипотенузе.
Похожая ситуация возникает, еслипопытаться измерить длинуокружности

L ее радиусом R:
L

R
6= p

q
ни при каких целых p и q 6= 0. Читателю известно,
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что отношение
L

R
называют числом 2π.

Числа, не являющиеся рациональными, называют иррациональными.
Множество R, являющееся объединением множества рациональных чисел
имножестваиррациональныхчисел, называетсямножеством действитель-
ных, или вещественных, чисел. Иное, конструктивное описание множества
действительных чисел связано с изображением действительных чисел точ-
ками числовой оси и представлением их в десятичной системе, оно рассмат-
ривается в следующем разделе.

§ 0.4. Числовая ось и десятичное представление действи-
тельных чисел

Прямая, на которой выбраныначальная точка, единичный отрезок и по-
ложительноенаправление, называетсячисловойосью.Мырасшириммноже-
ствоQ рациональных чисел так, чтобы каждой точке числовой оси соответ-
ствовало бы некоторое число и, наоборот, каждое такое число можно было
изобразить точкой на числовой оси. Построенное с помощью этого расши-
рения числовое множество и будем считать множеством действительных
чисел.

Для изображения натурального числа N на числовой оси достаточно
отложить в положительномнаправленииN единичныхотрезков (например,
при помощи циркуля) (рис. 0.2).

0−1 N −1 N N +1

Рис. 0.2

Для изображения рационального числа p/q представим его в виде p/q =
N +m/n, (m < n), гдеN —целое, аm/n—дробная часть этого числа. Изобра-
зим числоN, и на отрезке, заключенноммежду точкамиN иN +1изобразим
отрезокm/n (выполняя операциюделения отрезка [N,N +1]на n частей при
помощи циркуля и линейки) (рис. 0.3).

0−1 N p/q N +1

Рис. 0.3

Чтобыизобразить любое действительное, в том числе и иррациональное
число x некоторой точкой M на числовой оси и, наоборот, каждой точке M
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сопоставить число x, быть может, иррациональное, используют алгоритм
представления действительных чисел в позиционной системе исчисления
(двоичной, троичной, десятичной и т. п.).

Пусть число x изображается точкойM на числовой оси. Для нахождения
величины этого числа при помощи десятичной системы найдем единичный
интервал между целыми числами N и N + 1, содержащий точку M, и раз-
делим его на 10 равных частей (десятичных интервалов). Обозначим эти
интервалы в порядке их следования числами 0,1,2, ...,9. Пусть точка M по-
пала в интервал с номером α1, 0 6 α1 6 9. Разделим этот интервал, в свою
очередь, на 10 равных частей (длины 1/102) и обозначим через α2 номер
того интервала, в который попала точка M, 0 6 α2 6 9. Продолжая этот
процесс далее, мы столкнемся с тремя возможными случаями:

Случай конечной десятичной дроби. На n-мшаге этого процесса точкаM

совпала с одним из концов интервала длины 1/10n. Тогда в качестве номера
интервала αn выберем номер того интервала, в котором точка M является
левым концом. В этом случае точка M представляется в виде

x = N +
α1

10
+

α2

102
+ ...+

αn

10n
.

Учитывая, что целую часть N можно разложить в сумму β0 единиц, β1

десятков, β2 сотен и т. д., окончательное разложение числа x по степеням 10

представляется в виде

x = βm10m + . . .+β110+β0 +α110−1 + . . .+αn10−n. (0.4.1)

Это представление равносильно записи

x = βm . . .β1β0,α1 . . .αn, (0.4.2)

называемой десятичным представлением числа x. Ясно, что записи (0.4.1)
или (что то же самое) (0.4.2) представляют рациональное число.

Случай периодической десятичной дроби. ТочкаM не совпадает с концом
интервала ни на каком конечном n-мшаге, а числа, нумерующие интервалы,
образуют последовательность из повторяющегося блока α1 . . .αk, называе-
мого периодом. В этом случае число x имеет вид

x = βm . . .β1β0,α1 . . .αk︸ ︷︷ ︸α1 . . .αk︸ ︷︷ ︸ . . . (0.4.3)

Такие десятичные дроби также представляют рациональные числа, так как
раскладываются в k сумм бесконечных убывающих геометрических про-
грессий. Например, для числа

x = 0,341341341 . . .

имеем разложение

x =

(
3

10
+

3

104
+ . . .

)
+

(
4

102
+

4

105
+ . . .

)
+

(
1

103
+

1

106
+ . . .

)
,
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где в каждой из скобок стоит сумма бесконечной убывающей геометриче-
ской прогрессии со знаменателем q = 1/103. Вычисляя эти три суммы по
известной формуле

S =
b1

1−q

суммы бесконечной убывающей геометрической прогрессии и складывая,
заключаем, что x = 341/999 — рациональное число.

Третий случай: непериодическая бесконечная десятичная дробь. Число x

представляется в виде

x = βm . . .β1β0,α1 . . .αn . . . , (0.4.4)

где последовательность α1 . . .αn . . . не является периодической. Такие числа
не являются рациональными. На доказательстве этого факта мы останавли-
ватьсянебудем, аинтересующимсясоветуемобратитьсякболееподробным
курсам математического анализа. Естественно назвать именно такие числа
(то есть представленные в виде бесконечной непериодической десятичной
дроби) иррациональными, а действительными считать, как и прежде, все ра-
циональные или иррациональные числа. Множество действительных чисел
обозначается буквой R.

Проделаемещенекоторыевычисления.Оставимв записи (0.4.4) n знаков
α1 . . .αn после запятой и оценим абсолютную погрешность такого «укоро-
ченного» представления числа x:

ε = βm . . .β1β0,α1 . . .αn . . .−βm . . .β1β0,α1 . . .αn =

=
αn+1

10n+1
+

αn+2

10n+2
+ . . . 6

6
9

10n+1

(
1+

1

10
+

1

102
+ . . .

)
.

При переходе к неравенству мы воспользовались тем, что все αn+k 6 9,
k = 1,2, .... Суммируя прогрессию в скобках, заключаем, что

ε 6
9

10n+1

(
1

1−1/10

)
=

1

10n
.

Вывод 1. Если в десятичной записи числа ограничиться n знаками
после запятой, то абсолютная погрешность такой записи составит величину
ε = 10−n. Таким образом, чем больше знаков после запятой учитывать в
записи числа (0.4.4) тем точнее получается значение этого числа.

Замечание 1. Число x, записанное в виде конечной десятичной дроби
(0.4.2) допускает второй способ записи в виде бесконечной периодической
дроби, у которой период состоит из одной цифры 9. Например, 1 = 0,999;
3,33 = 3,32999 и т. д. Обычно применяют первый способ записи, так как
последний десятичный знак αn в записи (0.4.2) указывает номер левого
конца интервала совпадающего с точкой M, изображающей число x.
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Итак, мы рассмотрели алгоритм десятичной записи числа, согласно ко-
торому всякая точкаM числовой оси изображает некоторое действительное
число x в виде (0.4.2) или (0.4.3), или (0.4.4).

Обратно, следуя этому алгоритму, любое число представляющееся в од-
ной из возможных десятичных записей (0.4.2) или (0.4.3) или (0.4.4) можно
изобразить точкой на числовой оси, которая удалена от начала 0 на рассто-
яние, равное сумме длин конечного или бесконечного множества отрезков:
βk10k, k = m, m−1, . . . , 1, 0, и αr10−r, r = 1,2, . . . ,n, . . . :

x = βm10m +βm−110m−1 + . . .+β110+β0 +α110−1 + . . .+αn10−n + . . .
(0.4.5)

При этом, согласно выводу 1, если нас «устраивает» погрешность поряд-
ка ε = 10−n, то в этой сумме (0.4.5) можно ограничиться n десятичными
знаками α1 . . .αn дробной части числа.

Вывод 2. Между действительными числами и точками числовой оси
установлено так называемое взаимно-однозначное соответствие, которое
состоит в том, что каждой точке M числовой оси соответствует единствен-
ное число x в одной из записей (0.4.2) или (0.4.3), или (0.4.4) и, наоборот,
каждое число x, записанное таким образом, изображается единственной
точкой M на числовой оси.

§ 0.5. Абсолютнаявеличиначисла.Промежуткиначисловой
оси

Как следует из предыдущего раздела, положительные числа изобража-
ются точками числовой оси правее точки, изображающей число 0 (начало),
отрицательные числа изображаются точками, расположеннымилевее точки
0. Каждому действительному числу x положительному или отрицательному
сопоставляется число |x| по правилу

|x| =
{

x , если x > 0,
−x , если x < 0.

Число |x| называется абсолютной величиной, или модулем действитель-
ного числа x, геометрически оно означает расстояние, на котором точка x

удалена от начала 0. Модуль разности |a− b| двух чисел имеет смысл рас-
стояния между соответствующими точками на числовой оси.

Из геометрического смысла абсолютной величины вытекает следующая
эквивалентность неравенств: для любого r > 0

|x| 6 r ⇔ −r 6 x 6 r, (0.5.1)

которые выражают тот факт, что точка x удалена от начала на расстояние,
не большее r.
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Пользуясь эквивалентностью (0.5.1), можно доказать другие полезные
неравенства для абсолютных величин:

|a+b| 6 |a|+ |b|, (0.5.2)

|a−b| > ||a|− |b|| . (0.5.3)

Действительно, складывая почленно следующие очевидные неравенства

−|a| 6 a 6 |a|
−|b| 6 b 6 |b|,

получим систему неравенств

−(|a|+ |b|) 6 a+b 6 |a|+ |b|,
которая, в силу (0.5.1), равносильна неравенству (0.5.2).

Доказательствонеравенства (0.5.3) предоставляетсячитателювкачестве
упражнения.

Пользуясь определением модуля, нетрудно проверить также справедли-
вость следующих соотношений:

|a ·b| = |a| · |b|,
∣∣∣a
b

∣∣∣= |a|
|b| .

Множество точек числовой оси, удовлетворяющих системе неравенств
a 6 x 6 b, называют замкнутым промежутком, или отрезком и обозначают
[a,b]. Равносильны записи:

x ∈ [a,b] ⇔ a 6 x 6 b.

Открытым промежутком (интервалом) называют множество точек, опре-
деляемое равенством

(a,b) = {x ∈ R | a < x < b}.
Полуоткрытыми промежутками или полуинтервалами называются следу-
ющие подмножества R:

[a,b) = {x ∈ R | a 6 x < b},
(a,b] = {x ∈ R | a < x 6 b}.

Если в определениях интервала (полуинтервала) один из символов a,b (или
оба) заменить на ∞ или −∞, то получим так называемые бесконечные про-
межутки. Например,

(a,∞) = {x ∈ R | a < x},
(−∞,b] = {x ∈ R | −∞ < x 6 b},

(−∞,∞) = R.

Окрестностьюточки a радиуса ε (ε-окрестностью) называется множество
точек x числовой оси, удаленных от точки a не более, чем на ε, или множе-
ство:

{x ∈ R | a− ε 6 x 6 a+ ε} = {x ∈ R : |x−a| 6 ε}.
18



Открытой ε-окрестностью будем называть множество точек, заданное од-
ним из следующих эквивалентных соотношений:

{x ∈ R | a− ε < x < a+ ε} = {x ∈ R : |x−a| < ε}.
МножествоE начисловойоси (−∞,∞)называетсяограниченным, еслисуще-
ствует r-окрестность начала координат, (r 6= ∞), содержащая этомножество.
Другими словами, для всех точек x ∈ E выполняется неравенство

|x| < r 6= ∞.

§ 0.6. Функция

0.6.1. Понятие функции (отображения)

Пусть X и Y — некоторые множества. Будем говорить, что задана функ-
ция (или отображение), определенная на X со значениями в Y , если указан
закон f , сопоставляющийкаждому элементу x ∈ X некоторый элемент y ∈Y .

Множество X называют областью определения функции, а элементы x

этого множества называют аргументами, или независимыми переменными;
элемент y, соответствующий конкретному значению x, называют значением
функции от элемента x, или образом x, и обозначают y = f (x). При измене-
нии аргумента x значение y = f (x) меняется по заданному закону, поэтому
элемент y называют зависимой переменной.

Множество всех значений f (x) ∈ Y , которые принимает функция f (x),
когда x пробегает все X , будем называть множеством значений, или обла-
стью значений функции.

В зависимости от природы множеств X и Y термин «функция» име-
ет ряд синонимов: отображение, преобразование, оператор и др. Наряду с
обозначением y = f (x) для функции (отображения) используются и такие:

x → f (x); f : x → y; f : X → Y ; X
f−→ Y.

Если X и Y числовые множества, то y = f (x) называется числовой функ-
цией. Например: y = sinx, y = 2x, y = 2x+1 — числовые функции.

Две функции f1 и f2 считаются совпадающими, илитождественно рав-
ными на X (пишут f1(x) ≡ f2(x)), если f1(x) = f2(x) для всех x ∈ X .

Пример: функции f1(x) = 1 и f2(x) = x/x не совпадают наR, так как f2(x)
не определена в точке x = 0.

0.6.2. Композиция функций. Обратные функции

Пусть множество значений функции y = f (x) содержится в области
определения функции z = ϕ(y). Тогда может быть определена компози-
ция или суперпозиция двух функций или, что то же, сложная функция:
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z = ϕ( f (x)), и ее область определения совпадает с областью определения
функции f (x). Для более чем двух функций (чтобы не запутаться в скобках)
композицию обозначают в виде

f3( f2( f1(x))) = f3 ◦ f2 ◦ f1(x).

Примеры.
1. y = f (x) = sinx, z = ϕ(y) = y3 ⇒ z = ϕ◦ f (x) = sin3 x;

2. y = f (x) = ax+b, z = ϕ(y) = y2, w = ψ(z) = ez ⇒
⇒ w = ψ◦ϕ◦ f (x) = e(ax+b)2

.
Образом множества A ⊂ X при отображении f : X → Y называют мно-

жество f (A) тех элементов из Y , которые являются образами элементов
множества A.

ПрообразоммножестваB⊂Y приотображении f называетсямножество
тех элементов из X , образы которых при отображении f содержатся в B.
Прообраз множества B обозначают f−1(B), формально его можно задать
равенством:

f−1(B) = {x ∈ X | f (x) ∈ B}.
Отображение f : X → Y называется взаимно однозначным отображе-

нием, если каждый элемент y → Y является образом некоторого элемента
x → X и разные элементы x1 и x2 имеют различные образы, т.е. x1 6= x2 ⇒
f (x1) 6= f (x2). Для взаимно однозначного соответствия f : X →Y определе-
но обратное отображение (функция)

f−1 : Y → X

следующим образом: если y есть образ элемента x при отображении f , то x

есть образ элемента y при отображении f−1 : x = f−1(y).
Примеры.
1. y = f (x) = ax + b ⇔ x = f−1(y) = (y− b)/a. Здесь f (x) является

взаимно однозначным отображением одной числовой оси на другую.
2. y = ϕ(x) = ax ⇔ x = ϕ−1(y) = loga y, (a 6= 1, a > 0). Здесь ϕ(x)

является взаимно однозначным отображением числовой оси (−∞,∞) на
интервал (0,∞).

3. y = ψ(x) = sinx. Здесьψ является отображением числовой оси (−∞,∞)
на отрезок [−1,1].

4.Изображение действительных чисел x точкамиM на числовой оси дает
пример взаимно однозначного соответствия: x ↔ M.

Обратной к функции f−1 является функция f . Поэтому справедливы
равенства:

f−1 ◦ f (x) = x, f ◦ f−1(y) = y.

Пример: y = f (x) = ax ⇒
f ◦ f−1(y) = aloga y = y (y > 0),

f−1 ◦ f (x) = loga ax = x (x ∈ R).
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0.6.3. Способы задания функции. График

В общем случае всякий закон, определяющийфункцию y = f (x), задает-
ся некоторым текстом. Наиболее распространенная форма такого текста —
формула, позволяющая вычислять значение функции y по заданному зна-
чению аргумента x. Способ задания функции с помощью формул называют
аналитическим. Выше уже приводились примеры такого задания функции.
Добавим к ним еще один. Функция y = sgnx (читается «сигнум x», что озна-
чает «знак x») определяется формулой

sgnx =





1, при x > 0,
0, при x = 0,

−1, при x < 0.

С помощью этой функции легко выражается другая функция y = |x|
|x| = x · sgnx.

Аналитический способ заданияфункции в свою очередь подразделяется
на три способа: явный, неявный и параметрический.

Явный способ— это непосредственное выражение зависимой перемен-
ной через независимую переменную в виде формулы y = f (x): y = sin3 x,
y = etg2x и т. п.

Неявный способ. Пусть задано уравнение F(x,y) = 0. Пусть каждому x

из некоторого числового множества X соответствует одно или несколько y

таких, что пара чисел (x,y) удовлетворяет данному уравнению. Тем самым
данное уравнение определяет функцию (одну или несколько) y = f (x) и при
этом для всех x из множества X выполняется равенство F(x, f (x)) = 0. В
этом случае говорят, что данное уравнение неявно задает y как функцию от
x или что задана неявная функция.

Например:
1. F(x,y) = x2 + y2 −1 = 0 ⇔ y = ±

√
1− x2 или x = ±

√
1− y2;

2. F(x,y) = sin(x + y)− x + y = 0. В этом случае не существует аналити-
ческой зависимости ни x = ϕ(y), ни y = f (x), получаемых из зависимости
F(x,y) = 0.

Параметрический способ — это выражение зависимой и независимой
переменных через третью переменную, называемую параметром,{

x = ϕ(t),

y = ψ(t),

где t — параметр. Если существует обратная функция t = ϕ−1(x), то, под-
ставляя ее во второе уравнение, получим явное задание y от x в виде
y = ψ◦ϕ−1(x) = f (x).

21



Пример. Закон движения точки по окружности радиуса R с центром
(0,0) задается положением точки M(x(t),y(t)) на плоскости xOy в зависи-
мости от времени t. Этот закон можно записать в виде{

x = R cosϕ(t),

y = R sinϕ(t),

где ϕ(t) — угол, определяющий положение точки на окружности в зависи-
мости от времени t. Возводя обе части этих равенств в квадрат и складывая,
приходим к неявной зависимости x2 + y2 = R2.

Другие примеры параметрического задания функций:

1) параметрическое задание параболы y = 4x2 получаем, полагая x = t/2,
y = t2;

2) параметрическое задание прямой 2x− y = 1 ⇐ x = t, y = 2t −1.
Вообще, любую функцию, заданную явным уравнением y = f (x), можно

задать параметрически (или, как говорят, параметризовать), полагая x =
t, y = f (t).

Параметрическое задание функции удобно интерпретировать как пере-
мещение точки M(x(t),y(t)) на плоскости xOy по закону, определяющему
значение ее координат x(t) = ϕ(t), y(t) = ψ(t) в зависимости от времени t.

Иногда текст, задающий функцию, может принимать достаточно спе-
цифический вид. В качестве примера упомянем так называемое табличное
задание функции (обычно используется при обработке экспериментальных
данных). Здесь «текст», задающий соответствие f : x → y, «записывается» в
виде таблицы, в которой в одной строке расписывается значение аргумента,
а в другой — значение функции.

Наконец, еще один способ задания функции — графический. Введем на
плоскости прямоугольную систему координат. Для любой числовой функ-
ции y = f (x) на оси Ox изобразим множество ее определения X , а на оси Oy

множество значений этой функции. Множество точек плоскости (x, f (x)),
для которых x ∈ X назовем графиком функции y = f (x). Графики функций
отражают свойства (поведение) этих функций. Например, из школьного
курса математики читателю хорошо известно, как на графике отражают-
ся такие свойства функции, как возрастание или убывание (монотонность),
периодичность и т. п.Остановимсяподробнее на так называемых свойствах
симметрии.

Четной называется функция f (x), имеющая область определения, сим-
метричнуюотносительно точки x = 0, и удовлетворяющая условию f (−x) =
f (x). График четной функции симметричен относительно оси Oy, так как
точки графика (x, f (x)) и (−x, f (−x)) симметричны относительно оси Oy.

22



Нечетной называется функция y = f (x), имеющая область определе-
ния, симметричную относительно точки x = 0, и удовлетворяющая усло-
вию f (−x) = − f (x). График нечетной функции симметричен на плоско-
сти относительно начала координат, так как точки (x, f (x)) и (−x, f (−x)) =
(−x,− f (x))симметричныотносительноначалакоординат.Например,функ-
ция y = x2 — четная, а y = x3 — нечетная, их графики представлены на
рис. 0.4.

xxx

yyy

y = x2 y = x3 y = ax , y = loga x

Рис. 0.4

Графики прямой и обратнойфункций, рассматриваемые совместно, так-
же обладают некоторым свойством симметрии. Пусть y = f (x). Если в об-
ратной функции x = f−1(y) поменять местами символы x и y : x ↔ y и
записать обратную функцию в виде y = f−1(x), то графики функций f (x) и
f−1(x) будут симметричны относительно прямой x = y. Это следует из того,
что точка (x,y) = (x, f (x)) графика функции f (x) симметрична относитель-
но прямой y = x точке ( f (x),x). И если обозначить f (x) = x′, то получим, что
x = f−1(x′)иточка ( f (x),x) = (x′, f−1(x′))является точкой графикафункции
y = f−1(x) при значении аргумента x′.

Например, графики функций y = f (x) = ax и y = f−1(x) = loga x, (a >
1), симметричны относительно прямой x = y, являющейся биссектрисой
первого координатного угла (см. рис. 0.4).

0.6.4. Элементарные функции

Следующие функции: y = ax+b (линейная); y = sinx (синус x); y = logax

(логарифм числа x по основанию a, a 6= 1, a > 0) назовем основными элемен-
тарными функциями.

Все функции, которые можно получить в результате конечного числа
арифметических операций (сложения, вычитания, умножения, деления), а
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также операций композиции (или суперпозиции, т.е. взятия сложнойфунк-
ции)иобратнойфункции,производимыенадосновнымифункциямиax+b,
sinx и loga x, образуют множество всех элементарных функций.

Приведем некоторые из них, известные из курса элементарной матема-
тики.

1. Показательная функция y = ax. Эта функция является обратной к
логарифмической функции.

2. Степенная функция w = xα (α действительное число) определяется
как композиция трех функций: w = ez —показательной, z = αy —линейной
и y = lnx — логарифмической. Действительно,

w = ez(y(x)) = eα lnx = xα.

3. y = cosx связана с sinx зависимостью cosx = sin
(π

2
+ x
)
.

4. y = tgx =
sinx

cosx
; y = ctgx =

1

tgx
.

5.МногочленPn(x) = a1xn +a2xn−1 + . . .+anx+an+1 —результат компо-
зициилинейныхфункцийиарифметическихопераций (прицелочисленных
n).

Продолжая применять к полученным функциям указанные выше ариф-
метические операции, а также операции суперпозиции и взятия обратных
функций, мы получим все множество элементарных функций.

Как в самой математике, так и в самых разных ее приложениях приме-
няются гиперболические функции. Они определяются равенствами:

shx =
ex − e−x

2
— синус гиперболический;

chx =
ex + e−x

2
— косинус гиперболический;

thx =
ex − e−x

ex + e−x
— тангенс гиперболический;

cthx =
ex + e−x

ex − e−x
— котангенс гиперболический.

Оказывается для этих функций справедливы формулы,схожие с извест-
нымив тригонометрии.Например, еслиосновное тригонометрическое тож-
дество имеет вид sin2 x+ cos2 x = 1, то для гиперболических функций спра-
ведливо основное гиперболическое тождество:

ch2 x− sh2 x = 1.

В самом деле,

ch2 x− sh2 x =
(ex + e−x

2

)2 −
(ex − e−x

2

)2
=
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=
e2x +2ex · e−x + e−2x

4
− e2x −2ex · e−x + e−2x

4
= 1.

Приведем для иллюстрации еще несколько формул, в справедливости
которых рекомендуем убедиться самостоятельно.

thx =
shx

chx
; thx · cthx = 1;

sh(x± y) = shxchy± chxshy;

sh2x = 2shxchx;

ch2x = ch2 x+ sh2 x.

Оказывается, для любой тригонометрическойформулы существует ана-
логичная (но, как видно из примеров, не обязательно с ней совпадающая)
гиперболическая формула.

Замечание. В качестве основных или образующих элементарных функ-
ций, при помощи которых указанными операциями образуется множество
всех элементарных функций, можно взять другие наборы: {ax+b, cosx, ex}
или {ax, C− const, tgx, 2x} и т. д.

Все элементарные функции задаются в виде формул, т. е. аналитически.
Однако, стоит отметить, что аналитический способ задания, по существу,
предполагает договоренность обозначать определенные операции соответ-
ствующими символами. Например, символ cosx обозначает величину про-
екции единичного отрезка на ось Ox. Символ loga x обозначает операцию
нахождения такой степени y, чтобы заданное число x представлялось в виде
x = ay. Таким образом, аналитическое задание функции формулой или зна-
ком есть не что иное, как способ сокращения текста, описывающего закон
соответствия f : x → y.
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Глава 1.

Матрицы и системы

линейных уравнений

С системами линейных алгебраических уравнений читатель знаком со
средней школы. Рассмотрим, к примеру, простейшую систему из двух урав-
нений с двумя неизвестными:{

2x−3y = 5,

3x+4y = −1.
(1.0.1)

Решим эту систему методом исключения неизвестных: исключим неизвест-
ное x, умножив первое уравнение на −3, второе — на 2, а затем сложив
полученные уравнения. Получим таким образом ряд эквивалентных систем
(напомним, эквивалентными, или равносильными, называются системы,
которые имеют одно и то же множество решений):
{

2x−3y = 5,
3x+4y = −1

⇔
{

−6x+9y = −15,
6x+8y = −2

⇔

⇔
{

−6x+9y = −15,
17y = −17

⇔
{

−6x+9y = −5,
y = −1.

(1.0.2)

Второе уравнение последней системы дает значение y =−1. Подставляя его
в первое уравнение, находим x:

−6x+9 · (−1) = −15; −6x = −6; x = 1.

26



Эти последние действия также можно представить в виде эквивалентных
преобразований систем:
{

−6x+9y = −15,
y = −1

⇔
{

−6x+9y = −15,
−9y = 9

⇔

⇔
{

−6x = −6,
−9y = 9

⇔
{

x = 1,
y = −1.

(1.0.3)

Как читатель, вероятно, догадался, мы теперь исключили неизвестное y

из первого уравнения системы (1.0.2), прибавив к нему второе уравнение,
умноженное на −9. Таким образом получили систему (1.0.3), которая эк-
вивалентна исходной системе (1.0.1) и настолько проста, что представляет
собой решение исходной системы.

Сделаем некоторые замечания по поводу проделанных вычислений. Во-
первых, процесс решения исходной системы состоял в последовательном
выполнении над уравнениями системы некоторых операций, сохраняющих
равносильность.Этиоперацииможносвестикследующимтрем:умножение
любого уравнения на число, не равное нулю; замена любого уравнения его
суммой с другим; перестановка уравнений. Будем называть эти операции
элементарными преобразованиями.

Во-вторых, каждая из полученных в ходе решения систем однозначно
определяется набором коэффициентов при неизвестных и правых частей
уравнений. Изобразим, например, коэффициенты и правые части уравне-
ний системы (1.0.1) в виде следующей таблицы:

A∗ =

(
2 −3 5

3 4 −1

)
.

Такие таблицы называют матрицами. В первой строке выписанной матри-
цы располагаются коэффициенты при неизвестных и правая часть первого
уравнения системы (1.0.1), во второй строке — соответствующие коэффи-
циенты второго уравнения.

В-третьих, элементарные преобразования, которые производились с си-
стемами, можно проделать с соответствующими матрицами, умножая их
строки на число (т. е. умножая каждый элемент строки на это число), скла-
дывая строки или меняя их местами. Проделаем, например, с матрицей A∗

те же преобразования, которые были проведены в (1.0.2)–(1.0.3) с системой
линейных уравнений (1.0.1), т. е. умножим первую строку матрицы A∗ на
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−3, а вторую—на 2, затем сложим полученные строки и т. д. Тогда получим

A∗ =

(
2 −3 5

3 4 −1

)
∼
(

−6 9 −15

6 8 −2

)
∼

∼
(

−6 9 −15

0 17 −17

)
∼
(

−6 9 −15

0 1 −1

)
∼

∼
(

−6 9 −15

0 −9 9

)
∼
(

−6 0 −6

0 −9 9

)
∼

∼
(

1 0 1

0 1 −1

)
. (1.0.4)

Знак «∼» между матрицами означает эквивалентность соответствующих
этим матрицам систем линейных уравнений. Финальная матрица (1.0.4)
соответствует системе (1.0.3) {

x = 1,
y = −1,

которая, как и прежде, дает решение исходной системы (1.0.1).
Как видим, решение системы линейных уравнений можно свести к се-

рии элементарных преобразований матрицы этой системы. Такими пре-
образованиями матрицу исходной системы можно преобразовать к такой
матрице, в которой ниже диагональных элементов стоят нули. При этом
оказывается, что в итоге получится система, равносильная исходной (этот
метод решения систем называется методом Гаусса или методом последо-
вательного исключения неизвестных). Это, конечно, намного удобней, чем
решать саму систему, особенно при решении систем больших размеров, т. е.
с большим числом уравнений и неизвестных. Такие системы, содержащие
десятки неизвестных и уравнений, нередки в различных областях, исполь-
зующих математические методы, например в экономике, статистике и др.
Матрицы используются также в других областях математики.

Данная глава будет посвящена основам матричного исчисления и при-
менению его к решению произвольных систем линейных алгебраических
уравнений.

§ 1.1. Матрицы и операции над ними

1.1.1. Линейные операции над матрицами

Матрицей размерности (m×n) называется прямоугольная таблица, со-
ставленная из m · n чисел ai j , расположенных в m строках и n столбцах.
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Матрицы изображаются и обозначаются одним из следующих способов:

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn


= (ai j)m×n

, (1.1.1)

где m — число строк матрицы, n — число столбцов. Числа ai j , образующие
матрицу, называются элементами матрицы, при этом первый индекс i обо-
значает номер строки, а второй j —номер столбца, на пересечении которых
находится элемент ai j. Так, например, следующая матрица

A =

(
2 1 −1

0 −2 3

)

имеет размерность (2× 3), ее элементы: a11 = 2, a12 = 1, a13 = −1, a21 = 0,
a22 = −2, a23 = 3.

Столбец размера m — это матрица размерности (m×1). Строка разме-
ра n — это матрица размерности (1× n). Для обозначения столбца будем
использовать черту сверху, для обозначения строки — черту снизу, при
этом элементы столбца или строки могут обозначаться буквами с одним
индексом:

b =




b1

b2

...
bm


 , a = (a1,a2, . . . ,an).

В то же время для элементов столбца или строки, входящих в какую-нибудь
матрицу, сохраним их обозначение с двумя индексами. Так, для матрицы A

из (1.1.1) условимся обозначать ее j-й столбец и i-ю строку соответственно

a j =




a1 j

a2 j

...
am j


 , a i = (ai1,ai2, . . . ,ain).

Матрица размерности (n×n) называется квадратной порядка n. Напри-
мер, следующие матрицы

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann




B =




2 1 −1

0 2 3

0 0 3


 C =

(
cosα −sinα
sinα cosα

)
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являются квадратными, причем матрица A имеет порядок n, а матрицы B и
C — соответственно третьего и второго порядков.

Главной диагональю квадратной матрицы A = (ai j)n×n называют сово-
купность элементов (a11,a22, ...,ann), расположенных на диагонали, идущей
из верхнего левого угламатрицыв еенижнийправыйугол. Впрочем, указан-
ную совокупность элементов, имеющих одинаковые индексы, также назы-
вают элементами главной диагонали, если даже матрица не является квад-
ратной. Квадратную матрицу называют треугольной, если все ее элементы,
расположенные выше или ниже главной диагонали, равны нулю. Так, из
приведенных выше примеров матриц треугольной является матрица B.

На множестве матриц одной размерности можно определить операции
сложения матриц и умножения матрицы на число:

а) сложить две матрицы, значит сложить соответствующие элементы:

A+B = (ai j +bi j)m×n
,

( Складывать можно матрицы только одной размерности);
б) умножить матрицу на число, значит умножить на это число все эле-

менты матрицы:
λA = (λai j)m×n

,

Эти две операции в математике называют линейными.

ПРИМЕР 1.1.1. Для заданных матриц

A =

(
2 −1

0 1

)
, B =

(
1 2

3 4

)

вычислить матрицы: A+B, 2A, −3B.

РЕШЕНИЕ. Все искомые матрицы имеют ту же размерность (2× 2), что
и матрицы A, B. Их элементы вычислим, производя указанные действия с
соответственными элементами матриц A и B:

A+B =

(
2+1 −1+2

0+3 1+4

)
=

(
3 1

3 5

)
,

2A =

(
2 ·2 2 · (−1)
2 ·0 2 ·1

)
=

(
4 −2

0 2

)
,

−3B =

(
−3 ·1 −3 ·2
−3 ·3 −3 ·4

)
=

(
−3 −6

−9 −12

)
.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1.1. Для матриц A и B неодинаковых размерностей сумма
не определена, поэтому складывать их нельзя.

Поскольку операции сложения матриц и умножения матрицы на число
сводятсякэтимоперациямнадэлементамиматриц, тодлянихвыполняются
следующие
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Свойства линейных операций:

1) A+B = B+A (коммутативность сложения);
2) A+(B+C) = (A+B)+C (ассоциативность сложения);
3) существует матрица O (называемая нулевой) такая, что для любой

матрицы A

A+O = O+A = A;

4) для любой матрицы A существует матрица−A (называемая противо-
положной) такая, что

A+(−A) = (−A)+A = O;

5) для любых чисел λ и µ

(λµ)A = λ(µA);

6) (λ+µ)A = λA+µA (дистрибутивность умножения матрицы на число
относительно сложения чисел);

7) λ(A+B) = λA+λB (дистрибутивность умножения матрицы на число
относительно сложения матриц);

8) 1 ·A = A.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1.2. Все матрицы, фигурирующие в этих свойствах, име-
ют одинаковую размерность (m×n). Очевидно, что нулевой матрицей яв-
ляется матрица размерности (m× n), все элементы которой равны нулю,
а противоположной для матрицы A является матрица, элементы которой
есть числа, противоположные элементам A:

O =




0 0 · · · 0

0 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0


 ,

−A =




−a11 −a12 · · · −a1n

−a21 −a22 · · · −a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−am1 −am2 · · · −amn


 ,

Разностью матриц A = (ai j)m×n
и B = (bi j)m×n

называется матрица C =
(ci j)m×n

(обозначаемая A−B) такая, что

A = B+C.

Изопределения суммыматриц следует, что элементыматрицA,B,C связаны
соотношениями:

ai j = bi j + ci j,

откуда вытекает
ci j = ai j −bi j,
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то есть при вычитании матриц A и B нужно вычитать соответственные
элементы этих матриц. Например, для матриц

A =

(
2 −1

0 1

)
, B =

(
1 2

3 4

)

из примера 1.1.1 вычислим матрицу B−2A

B−2A =

(
1−2 ·2 2−2 · (−1)
3−2 ·0 4−2 ·1

)
=

(
−3 4

3 2

)
.

Если, например,

a =




1

2

0


 , b =




−1

3

1


 ,

то

3a−2b = 3




1

2

0


−2




−1

3

1


=




3 ·1−2 · (−1)
3 ·2−2 ·3
3 ·0−2 ·1


=




5

0

−2


 .

В дальнейшем нам понадобится еще одна операция над матрицами —
транспонирование: Транспонировать матрицу A, — значит поменять ее
строки и столбцы местами.

Для транспонированной матрицы применяется обозначение: B = AT .
Если, например, A = (ai j)m×n, то B = AT = (bi j)n×m, причем

bi j = a ji. (1.1.2)

ПРИМЕР 1.1.2. Пусть A =

(
2 −1 3

0 1 −2

)
тогда

B = AT =




2 0

−1 1

3 −2


 .

Ясно, что транспонированной строкой будет столбец, составленный
из элементов строки, а транспонированным столбцом — соответственно

строку, составленную из элементов столбца: aT = a и b
T

= b. В развернутом
виде:

a = (a1,a2, · · · ,an) ⇔ aT =




a1

a2

...
am


 ,

b =




b1

b2

...
bm


 ⇔ b

T
= (b1,b2, · · · ,bn).
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В приложениях часто возникают симметрические матрицы—матрицы,
которые совпадают со своими транспонированными, то есть если A = AT

или при всех i, j ai j = a ji.
Ясно, что симметричные матрицы — непременно квадратные, а их эле-

менты, расположенные симметрично относительно главной диагонали, сов-
падают. Например, следующие матрицы симметричны:

A =




2 −1 3

−1 1 −2

3 −2 0


 , B =

(
2 1

1 −1

)
.

УПРАЖНЕНИЕ 1.1.1. Докажитеследующиесвойстватранспонированных
матриц:

(A+B)T = AT +BT , (λA)T = λAT . (1.1.3)

1.1.2. Умножение матриц

Наряду с операциями сложения и умножения на число, на множестве
матриц можно определить операцию умножения, которая обладает многи-
ми (но не всеми!) свойствами умножения чисел или алгебраических выра-
жений. Определим сначала операцию умножения строки на столбец. Пусть
даны строка a и столбец b одинаковых размеров:

a = (a1,a2, . . . ,an), b =




b1

b2

...
bn


 .

Определение 1.1.1. Произведением строки aна столбец b называется
число, обозначаемое a · b, равное сумме произведений элементов строки на
соответствующие элементы столбца:

a ·b = a1b1 +a2b2 + . . .+anbn =
n

∑
k=1

akbk. (1.1.4)

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1.3. Порядок сомножителей в определении 1.1.1 и обозна-
чении произведения a ·b является существенным: слева— строка, справа—
столбец.

ПРИМЕР 1.1.3. Для заданных строк a = (1,0,−1),

b = (1,1,1) и столбца c =




2

−3

1


 вычислить произведения: a · c, b · c,

(a+b) · c.
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РЕШЕНИЕ. В соответствии с определением 1.1.1 вычисляем:

a · c = 1 ·2+0 · (−3)+(−1) ·1 = 1;

b · c = 1 ·2+1 · (−3)+1 ·1 = 0.

Для вычисления третьего произведения найдем сначала строку a+b:

a+b = (1+1,0+1,−1+1) = (2,1,0).

Опять применяя определение 1.1.1, находим:

(a+b) · c = 2 ·2+1 · (−3)+0 ·1 = 1.

Результаты проделанных вычислений обнаруживают справедливость соот-
ношения:

(a+b) · c = a · c+b · c.
Этонеслучайно: справедливыследующиесвойства,позволяющиеприумно-
жении суммы строк на столбец или строки на сумму столбцов раскрывать
скобки точно так же, как это делается при действиях с числами или алгеб-
раическими выражениями:

1) Для любых чисел λ и µ справедливы равенства:

(λa+µb) · c = λ(a · c)+µ(b · c); (1.1.5)

a · (λb+µc) = λ(a ·b)+µ(a · c). (1.1.6)

Доказательство этих свойств читателю предлагается провести самосто-
ятельно в качестве упражнения.

Несколько сложнее вводится операция умножения матриц.

Определение 1.1.2. Произведением матрицы A = (ai j)m×p
на матрицу

B = (bi j)p×n
называется матрица C = A ·B = (ci j)m×n

, элементы которой

вычисляются по формуле:

ci j = ai ·b j = ai1b1 j +ai2b2 j + . . .+aipbp j =
p

∑
k=1

aikbk j, (1.1.7)

т. е. элемент ci j матрицыC = A ·B равен произведению i-й строки матрицы
A на j-й столбец матрицы B.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1.4. Из этого определения следует, что умножать мат-
рицу A на матрицу B (A слева от B!) можно, только если число столбцов
матрицыA равно числу строк матрицы B. В этом случае размерность мат-
рицы произведения определяется согласно следующему правилу умножения
размерностей:

(m× p)(p×n) = (m×n), (1.1.8)

где слева стоят размерности матриц-сомножителей, а справа — размер-
ность матрицы-произведения.
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ПРИМЕР 1.1.4. Вычислить произведения AB и BA (в обозначениях произ-
ведения точка иногда опускается) для следующих матриц:

A =

(
2 1

3 −2

)
, B =




0 1

1 0

0 −1


 .

РЕШЕНИЕ. Начнем с правила умножения размерностей. Так как матрица
A имеет размерность (2 × 2), а матрица B — соответственно (3 × 2), то
произведениеAB невозможно (число столбцов левой матрицы— 2 не равно
числу строк правой матрицы — 3). Произведение BA возможно, так как
числостолбцовматрицыBичислострокматрицыA совпадают.Размерность
произведения найдем, согласно правилу (1.1.8):

(3×2)(2×2) = (3×2),

то есть матрица C = BA состоит из трех строк и двух столбцов. Найдем ее
элементы, пользуясь формулами (1.1.7). Начнем с первой строки:

c11 = b1 ·a1 = (0,1) ·
(

2

3

)
= 0 ·2+1 ·3 = 3;

c12 = b1 ·a2 = (0,1) ·
(

1

−2

)
= 0 ·1+1 · (−2) = −2;

то есть элементы первой строки матрицы C = BA получаются последова-
тельным умножением первой строки матрицы B на столбцы матрицы A.
Аналогично вычисляя элементы второй и третьей строк матрицы C, полу-
чим:

BA =




0 1

1 0

0 −1



(

2 1

3 −2

)
=

=




0 ·2+1 ·3 0 ·1+1 · (−2)
1 ·2+0 ·3 1 ·1+0 · (−2)

0 ·2+(−1) ·3 0 ·1+(−1) · (−2)


=




3 −2

2 1

−3 2


 .

Произведение квадратных матриц одного порядка определено всегда,
при этом матрица-произведение имеет тот же порядок (докажите это с
помощью правила умножения размерностей!).

ПРИМЕР 1.1.5. Для матриц второго порядка:

A =

(
1 1

1 0

)
, B =

(
0 1

1 1

)

вычислить их произведения AB и BA.
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РЕШЕНИЕ.

AB =

(
1 1

1 0

)(
0 1

1 1

)
=

(
1 2

0 1

)
,

BA =

(
0 1

1 1

)(
1 1

1 0

)
=

(
1 0

2 1

)
.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1.5. ЕслиматрицаA является строкой размера n : A = a =
(a1 j)(1×n), а матрица B — столбцом того же размера: B = b = (bi1)(n×1), то
произведение AB определено, так как, по правилу умножения размерностей,

(1×n)(n×1) = (1×1).

При этом произведение имеет размерность (1×1), т. е. является числом:

A ·B = a ·b = (a1,a2, · · · ,an) ·




b1

b2

...
bn


= a1b1 +a2b2 + . . .+anbn.

Стало быть, произведение матрицы-строки на матрицу-столбец совпада-
ет с произведением строки на столбец в смысле определения 1.1.1 (стр. 33).

УПРАЖНЕНИЕ 1.1.2. Докажите,чтопроизведениематрицы-столбцараз-
мерности (m×1)наматрицу-строку размерности (1×n) определено всегда,
при этом произведение имеет размерность (m× n) и вычисляется следую-
щим образом:



b1

b2

...
bm


 · (a1,a2, · · · ,an) =




b1a1 b1a2 · · · b1an

b2a1 b2a2 · · · b2an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bma1 bma2 · · · bman


 .

Операция умножения матриц обладает свойствами :
1) Произведение матриц, вообще говоря, некоммутативно (непереста-

новочно), то есть
A ·B 6= B ·A.

Это видно уже из последнего примера. Кроме того для прямоугольных
(т. е. не квадратных) матриц одно из произведений A ·B или B ·A может не
существовать, а даже если оба эти произведения возможны, то они могут
иметь различную размерность.

Тематрицы, для которых свойство коммутативности умножениявыпол-
няется, называются перестановочными или коммутативными: матрицы A

и B перестановочны, если для них выполняется равенство:

A ·B = B ·A.
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Например, следующая квадратная матрица порядка n, у которой на главной
диагонали стоят единицы, а на других местах — нули,

E =




1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1


 (1.1.9)

—перестановочна с любой квадратнойматрицейA тогоже порядка, а имен-
но, для нее выполнены соотношения:

A ·E = E ·A = A. (1.1.10)

Проверьте эти соотношения на примере матриц третьего порядка. Из со-
отношений (1.1.10) можно заключить, что матрица E из (1.1.9) играет роль
единицы в матричном умножении и она называется единичной матрицей.

2) Произведение матриц, если оно имеет смысл, ассоциативно, то есть

A · (B ·C) = (A ·B) ·C. (1.1.11)

3)Произведениематрицассоциативноотносительно умноженияначис-
ло, т. е. для любого числа λ

λ(A ·B) = (λA) ·B = A · (λB).

4) Произведение матриц дистрибутивно относительно сложения, т. е.

A · (B+C) = A ·B+A ·C. (1.1.12)

(A+B) ·C = A ·C +B ·C. (1.1.13)

5) Если определено произведение матриц A ·B, то определено и произ-
ведение BT ·AT , при этом справедливо равенство:

(A ·B)T = BT ·AT . (1.1.14)

Иначе говоря, транспонированная матрица от произведения равна про-
изведению транспонированных матриц-сомножителей, взятых в обратном
порядке.

Доказательства этих свойств можно найти, например, в [1].
Операция матричного умножения была введена не из желания приду-

мать операцию, похожую на умножение обычных чисел, а из некоторых
задач, решение которых без матричного умножения выглядело чересчур
сложно и громоздко. Дальше мы увидим много примеров, подтверждаю-
щих это. Пока же рассмотрим два таких примера.

ПРИМЕР 1.1.6. Пусть системы переменных (x1,x2), (y1,y2), (z1,z2) выра-
жаются друг через друга соотношениями:{

y1 = a11x1 +a12x2,

y2 = a21x1 +a22x2.

{
z1 = b11y1 +b12y2,

z2 = b21y1 +b22y2.
(1.1.15)

Требуется найти выражение переменных (z1,z2) через (x1,x2).
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РЕШЕНИЕ. Можно, конечно, подставить значения переменных (y1,y2)
из первой системы равенств (1.1.15) во вторую, привести подобные и так
решить поставленную задачу. Но попробуем вместо столь громоздкого пу-
ти, использовать матричный метод. Прежде всего, запишем соотношения
(1.1.15) в более компактной матричной форме. Для этого введем обозначе-
ния следующих матриц:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
,

x =

(
x1

x2

)
, y =

(
y1

y2

)
, z =

(
z1

z2

)
.

Тогда системы равенств (1.1.15) можно записать в следующем эквивалент-
ном виде:

y = Ax, z = By. (1.1.16)

Если мы теперь подставим во второе из этих равенств значение столбца y

из первого равенства, то получим:

z = By = B(Ax) = (BA)x.

Таким образом, столбец переменных z получается умножением матрицы-
произведения BA на столбец x:

z = BAx.

§ 1.2. Определители

1.2.1. Свойства суммирования

В § 1.1 уже использовалось следующее обозначение суммы конечного
числа слагаемых:

x1 + x2 + ...+ xn =
n

∑
i=1

xi. (1.2.1)

В этом обозначении xi называется общим членом суммы, i — индексом сум-
мирования, i = 1 и i = n — соответственно нижним и верхним пределами
суммирования. Отметим некоторые свойства суммирования:

а) индекс суммирования в (1.2.1) можно заменить другим
n

∑
i=1

xi =
n

∑
k=1

xk;

б) множитель, не зависящийотиндекса суммирования,можновыносить
за знак суммы

n

∑
i=1

λ · xi = λ ·
n

∑
k=1

xi; (1.2.2)
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в) если общий член суммы состоит из двух слагаемых, то вся сумма
разлагается на две

n

∑
i=1

(xi + yi) =
n

∑
i=1

xi +
n

∑
i=1

yi; (1.2.3)

г) если общийчлен суммызависит от двух индексов, по которымведется
суммирование, то справедливо равенство:

m

∑
i=1

n

∑
k=1

xik =
n

∑
k=1

m

∑
i=1

xik. (1.2.4)

То есть при двойном суммировании можно менять порядок сумми-
рования.

Для доказательства этих свойств заметим, что свойства а), б) и в) вы-
текают непосредственно из определения (1.2.1), а свойство г) следует из
того, что левую и правую части (1.2.4) можно рассматривать как сумму всех
элементов матрицы

X =




x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm1 xm2 · · · xmn


 ,

вычисленную сначала внутри строк и затем по всем строкам матрицы, а
потом наоборот: сначала внутри столбцов и затем по всем столбцам.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2.1. Механически изменять порядок суммирования, (как в
(1.2.4)), можнотолькотогда, когда пределы суммирования в обеих суммах—
внутренней и внешней — постоянны, т. е. не зависят от индексов сумми-
рования. В противном случае к изменению порядка суммирования следует
подходить осторожно. Некоторые приемы этой процедуры иллюстриру-
ются следующим примером.

ПРИМЕР 1.2.1. Поменять порядок суммирования в следующей сумме:

m

∑
i=1

i

∑
k=1

xik. (1.2.5)

РЕШЕНИЕ. Как и при обосновании свойства в), данную сумму можно
представить как сумму элементов следующей матрицы:

X0 =




x11 0 0 · · · 0

x21 x22 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm1 xm2 xm3 · · · xmm


 ,
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у которой в каждой строке с номером i элементы с индексами (ik) при k > i

все равны нулю, так как они отсутствуют во внутренней сумме в (1.2.5).
При этом слева в (1.2.5) суммирование производится сначала внутри строк
матрицы X0, а затем по строкам. Если просуммировать элементы матрицы
X0 в обратном порядке, т. е. сначала внутри столбцов матрицы X0, а затем
по столбцам, то получим ту же сумму (1.2.5), записанную по-другому:

m

∑
i=1

i

∑
k=1

xik =
m

∑
k=1

m

∑
i=k

xik. (1.2.6)

Возможенидругойспособнахожденияпределовприизменениипорядка
суммирования в (1.2.5). Запишем пределы изменения индексов суммирова-
ния в сумме (1.2.5) в виде системы неравенств{

1 6 i 6 m,

1 6 k 6 i.
(1.2.7)

В первой строке этой системы указаны пределы (постоянные!) внешней
суммы из (1.2.5) — по индексу i, а во второй — переменные пределы внут-
реннейсуммыпоиндексуk. Чтобыпоменятьпорядоксуммирования,нужно
поменять индексы ролями, т. е. сделать пределы изменения индекса k по-
стоянными, а пределы изменения i — переменными, зависящими от k. Это
можно сделать, заменив систему (1.2.7) следующей эквивалентной:{

1 6 k 6 m,

k 6 i 6 m.
(1.2.8)

В результате снова получаем равенство (1.2.6), где в правой части стоят
пределы суммирования, соответствующие (1.2.8).

1.2.2. Понятие определителя.

Примеры вычисления

В данномпункте рассматриваются только квадратныематрицы. Каждой
такой матрице A = (ai j)n×n сопоставим число, называемое определителем,
или детерминантом, и обозначаемое символами |A|, detA или в развер-
нутом виде:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

При этом элементы матрицы ai j будем называть элементами определите-
ля, а порядок матрицы n — порядком определителя. Таким образом, опре-
делитель является функцией, определенной на множестве всех квадратных
матриципринимающейчисловые значения. Конкретные определения этой
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функции будем вводить в зависимости от порядка матрицы (и определите-
ля). Начнем с определителей низших порядков.

Определителем первого порядка называется число, совпадающее с

единственным элементом определителя:

detA = det(a11) = |a11| = a11. (1.2.9)

Здесь || — символ определителя, но не знак абсолютной величины.
Определителем второго порядка называется число, вычисляемое че-

рез элементы соответствующей матрицы по формуле

detA = det

(
a11 a12

a21 a22

)
=

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣= a11a22 −a21a12. (1.2.10)

Примеры.

det(−3) = −3; det

(
1 2

3 4

)
=

∣∣∣∣
1 2

3 4

∣∣∣∣= 1 ·4−3 ·2 = −2;

det

(
1 0

3 −5

)
=

∣∣∣∣
1 0

3 −5

∣∣∣∣= 1 · (−5)−3 ·0 = −5.

Определители, так же как и матрицы, широко используются в мате-
матике и ее приложениях. В качестве примера рассмотрим опять систему
линейных уравнений: {

a11x+a12y = b1,

a21x+a22y = b2.
(1.2.11)

Действуя точно так же, как при решении системы (1.0.1), умножим первое
уравнение нашей системы на a22, второе — на −a12 и сложим полученные
уравнения. Тогда получим

a11a22x−a21a12x = b1a22 −b2a12,

откуда (если a11a22 −a21a12 6= 0) находим x

x =
b1a22 −b2a12

a11a22 −a21a12
. (1.2.12)

Аналогично находим y, умножая первое уравнение системы (1.2.11) на−a21,
а второе — на a11 и складывая полученные уравнения,

y =
b2a11 −b1a21

a11a22 −a21a12
. (1.2.13)

Можнозаметить, чтовправыхчастяхравенств (1.2.12)–(1.2.13) вчислителях
и знаменателях стоят выражения, напоминающие определители некоторых
матриц. А именно, обозначим через ∆ определитель, составленный из ко-
эффициентов при неизвестных системы (1.2.11),

∆ =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣= a11 ·a22 −a21 ·a12,
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а через ∆1 и ∆2 — определители, полученные из ∆ заменой первого столб-
ца (или второго столбца соответственно) столбцом из свободных членов
системы (1.2.11),

∆1 =

∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣= b1 ·a22 −b2 ·a12;

∆2 =

∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣= a11 ·b2 −a21 ·b1.

Тогда решение системы (1.2.11) (если ∆ 6= 0), представленное равенствами
(1.2.12)–1.2.13, можно записать в виде

x =
∆1

∆
, y =

∆2

∆
. (1.2.14)

Эти формулы, позволяющие сразу вычислять решение системы (1.2.11) в
случае если определитель ∆ отличен от нуля, называются формулами Кра-
мера. Их лаконичность и простота очевидны.

Прежде чем дать общее определение детерминанта (определителя) по-
рядка n, введем определитель третьего порядка.

Определителемтретьегопорядканазываетсячисло, которое ставится

в соответствие матрице третьего порядка с помощью следующего равен-

ства:

detA = det




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

= a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−a12

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+a13

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ . (1.2.15)

Определители второго порядка

M11 =

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ , M12 =

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ , M13 =

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
называются минорами элементов a11,a12,a13 исходного определителя тре-
тьего порядка

detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

Они могут быть построены с помощью следующего правила: минор Mi j эле-
ментаai j определителяпорядкаn естьопределительпорядкаn−1, который
получается из исходного определителя вычеркиваниемтой его строки ито-
го столбца, на пересечении которыхнаходится элемент ai j (в данном случае
вычеркиванием i-й строки и j-го столбца). Тогда равенство (1.2.15) можно
переписать в виде

detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11M11 −a12M12 +a13 ·M13,
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или еще по-другому:

detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11A11 +a12A12 +a13A13, (1.2.16)

где выражения Ai j представляются через соответствующие миноры равен-
ством

Ai j = (−1)i+ jMi j. (1.2.17)

Выражение Ai j называется алгебраическими дополнением элемента ai j.

ПРИМЕР 1.2.2. Вычислить определитель третьего порядка

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3

−3 4 5

0 −2 6

∣∣∣∣∣∣
.

РЕШЕНИЕ. В соответствием с формулой (1.2.16) нужно вычислить алгеб-
раические дополнения элементов первой строки. Для этого находим после-
довательно:

a11 = 1, M11 =

∣∣∣∣
4 5

−2 6

∣∣∣∣= 34,

A11 = (−1)1+1M11 = M11 = 34;

a12 = −2, M12 =

∣∣∣∣
−3 5

0 6

∣∣∣∣= −18,

A12 = (−1)1+2M12 = −M12 = 18;

a13 = 3, M12 =

∣∣∣∣
−3 4

0 −2

∣∣∣∣= 6,

A13 = (−1)1+3M13 = M13 = 6.

Теперь detA вычисляем по формуле (1.2.16):

detA = 1 ·34+(−2) ·18+3 ·6 = 16.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2.2. Если раскрыть определители второго порядка в пра-
вой части формулы (1.2.15) и объединить члены, входящие со знаками (+) и
(−), то получим соотношение

detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 +a12a23a31 +a21a32a13−

−a31a22a13 −a21a12a33 −a32a23a11. (1.2.18)
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Отметим, что здесь шесть слагаемых и в каждом из них берется произведе-
ние элементовиз разных строки столбцов. Нетрудно убедиться, что в сумме
присутствуют все такие комбинации. Отсюда, в частности, следует, что если
в определителе какая-либо строка состоит из нулей, то такой определитель
равен нулю.

Для вычисления определителей 3-го порядка с помощьюпоследнейфор-
мулы можно сформулировать следующее правило вычисления — правило
треугольника: определитель третьего порядка равен сумме произведений
элементов, соединенных в треугольники на нижеследующем рисунке, взя-
тых со знаками (+) и (−) соответственно.

e

e

eee

e

e e

e e

e e e

e

eee

e|A| = �
��

�
��

Рис. 1.1. Правило треугольника.

Более точно, первые три произведения берутся с теми знаками, которые
получились в результате перемножения чисел, а в последних трех — знаки
этих произведений следует сменить.

ПРИМЕР 1.2.3. Вычислим определитель третьего порядка из предыдуще-
го примера с помощью правила треугольника.

РЕШЕНИЕ.

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3

−3 4 5

0 −2 6

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·4 ·6+(−3) · (−2) ·3+0 · (−2) ·5−

−0 ·4 ·3− (−3) · (−2) ·6−1 · (−2) ·5 = 24+18+0−0−36+10 = 16.

Введем теперь определитель порядка n методом математической индук-
ции. Напомним, что метод математической индукции (доказательства или
определения) состоит из двух шагов: во-первых, устанавливается справед-
ливостьдоказываемогоутвержденияприn = 1; во-вторых, доказывается его
справедливость при n = k + 1 в предположении, что оно выполняется при
n = k. Отсюда вытекает справедливость утверждения при всех натуральных
n.
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Определение 1.2.1. 1) Если A = (a11) — квадратная матрица первого
порядка, то полагаем detA = a11.

2) Предположим, что введен определитель порядка n−1. Определителем
порядка n, соответствующим матрице A = (ai j)n×n, назовем число, вычис-
ляемое по формуле

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 ·A11 +a12 ·A12 + . . .+a1n ·A1n, (1.2.19)

где Ai j — алгебраическое дополнение элемента ai j.

Применив это определение для вычисления определителей второго и
третьего порядка, получим введенные ранее формулы (1.2.10)–(1.2.15). Ра-
венство (1.2.19) называется разложением определителя detA по первой стро-
ке.

ПРИМЕР 1.2.4. Показать,чтоопределительтреугольноговидаравенпро-
изведению элементов главной диагонали:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 0 · · · 0

a21 a22 0 · · · 0

a31 a32 a33 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11a22a33 · · ·ann. (1.2.20)

РЕШЕНИЕ. Воспользовавшисьформулой (1.2.19), разложимданныйопре-
делитель по первой строке:

detA = a11 ·A11 +0 ·A12 + . . .+0 ·A1n = a11A11.

Заметим, что алгебраическое дополнение A11 представляет собой такой же
определитель треугольного вида, как и исходный, но порядка (n−1), поэто-
му он в свою очередь разлагается по первой строке:

A11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 0 · · · 0

a32 a33 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a22 ·A′
11 +0 ·A′

12 + ...+0 ·A′
1,n−1 = a22A′

11,

где символамиA′
1k обозначены алгебраические дополнения элементов опре-

делителяA11. Такимобразом, исходныйопределитель представляется в виде

detA = a11A11 = a11a22A′
11 = a11a22

∣∣∣∣∣∣∣∣

a33 0 · · · 0

a43 a44 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an3 an4 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Продолжая этот процесс, получим доказываемое равенство (1.2.20).
Применим результат примера 1.2.4 к квадратным матрицам, у которых

все элементы, расположенные вне главной диагонали, равны нулю. Такие
матрицы называют диагональными. Из равенства (1.2.20) следует, что опре-
делитель диагональной матрицы равен произведению диагональных эле-
ментов:

detΛ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

λ11 0 · · · 0

0 λ22 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · λnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ11λ22 · · ·λnn. (1.2.21)

В частности, определитель единичной матрицы равен единице:

detE =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

1.2.3. Свойства определителей

Очевидно, определители тем проще вычислять, чем больше у них ну-
левых элементов. А уж диагональные и треугольные определители вообще
вычисляются "в уме". Возникает естественный вопрос: нельзя ли так пре-
образовать определитель, чтобы при этом его величина не изменилась, но
получился бы, например, треугольный определитель?

Рассмотрим свойства определителей порядка n, которые облегчают их
вычисление. Для определителей второго и третьего порядков эти свойства
проверяются непосредственными вычислениями (и мы их не будем прово-
дить), а для определителей порядка n эти свойства доказываются довольно
сложно и громоздко. С доказательствами этих свойств можно ознакомить-
ся в рекомендуемой литературе. Начнем с формулировки теоремы, которая
равноправие всех его строк и столбцов.

1) Определитель равен сумме произведений элементов какой-нибудь
строки (какого-нибудь столбца) на их алгебраические дополнения:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n

∑
k=1

aikAik =
n

∑
k=1

ak jAk j. (1.2.22)

2) При транспонировании матрицы ее определитель не меняется, т. е.

detA = detAT . (1.2.23)
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ЗАМЕЧАНИЕ 1.2.3. Ввиду свойства 1.2.23, строкии столбцыопределите-
ля равноправны в том смысле, что любое утверждение, касающееся строк,
остается справедливым и для столбцов определителя.

В примере 1.2.4 был вычислен определитель треугольного вида, у ко-
торого все элементы, расположенные выше главной диагонали, равнялись
нулю. Свойство 1.2.23 позволяет легко вычислить определитель треуголь-
ного вида с элементами ниже главной диагонали, равными нулю:
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

(1.2.23)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a12 a22 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a11a22 · · ·ann,

то есть любой определитель треугольного вида равен произведению диаго-
нальных элементов.

3) При перестановке двух строк (или столбцов) определитель меняет
знак.

Пусть столбец с номером j матрицы A представлен в виде

a j = λp+µq, (1.2.24)

где λ и µ —некоторые числа. Тогда определитель detA можно представить в
виде

detA = λ ·detAp +µ ·detAq, (1.2.25)

где Ap и Aq — матрицы, полученные из A заменой j-го столбца соответ-
ственно столбцами p и q. Аналогичное свойство справедливо для строк.

Доказанные свойства 1.2.22–1.2.25 являются основными в том смысле,
что все другие свойства (и даже самоопределение детерминанта)могут быть
выведены из них в качестве следствий.

Следствие 1.2.1. Общий множитель какой-нибудь строки или столбца
можно выносить за знак определителя.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО получается из свойства 1.2.25, если в нем положить
µ = 0.

В частности, для определителя второго порядка имеем:∣∣∣∣
λa1 λb1

a2 b2

∣∣∣∣= λa1b2 −a2λb1 = λ(a1b2 −a2b1) = λ

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ .

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2.4. Иначе формулируя следствие 1.2.1, можно сказать,
что умножить определитель на число λ означает умножить какую-нибудь
строку (одну!) или столбец на это число.Напомним, что умножитьна число
λ матрицу означает умножить на это число все элементы матрицы.
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Сравните:

λ

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

λa1 λb1

a2 b2

∣∣∣∣ , λ

(
a1 b1

a2 b2

)
=

(
λa1 λb1

λa2 λb2

)
.

Следствие 1.2.2. Если определитель содержит нулевую строку, то есть
строку, все элементы которой равны нулю, то он равен нулю. Аналогично,
определитель, содержащий нулевой столбец, равен нулю.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает из следствия 1.2.1, если общий множитель,
о котором там идет речь, равен λ = 0. Однако мы приведем еще другое
доказательство, основанное на свойстве 1). Пусть строка с номером i —
нулевая. Разлагая определитель по этой строке, то есть применяя первое из
равенств (1.2.22), получим:

detA = ai1Ai1 +ai2Ai2 + . . .+a1nAin = 0 ·Ai1 +0 ·Ai2 + . . .+0 ·Ain = 0.

Следствие 1.2.3. Если определитель имеет две одинаковых строки (или
два одинаковых столбца), то он равен нулю.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поменяемместами одинаковые строки. Тогда, с одной
стороны, определитель не изменится, с другой— по свойству 3) — он поме-
няет знак. Отсюда следует, что detA = −detA, что возможно лишь в случае
detA = 0.

Следствие 1.2.4. Если в определителе две строки (или два столбца) про-
порциональны, то определитель равен нулю.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть пропорциональны строки с номерами i и j, т. е.
ai = λ · a j . Вынесем из i-й строки определителя detA общий множитель λ.
Получим: detA = λdetA′, при этом у матрицы A′ окажутся две одинаковые
строки с номерами iи j. В силу следствия 1.2.3, detA′ = 0, а значит и detA = 0.

Следствие 1.2.5. Определитель не изменится, если какой-либо его стол-
бец (или строку) заменить суммой этого столбца (строки) и любого другого
столбца (строки), умноженного на любое число.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть матрицаA′ получена из матрицыA заменой j-го
столбца a j столбцом a′ j = a j + αai. Покажем, что detA′ = detA. Для этого
воспользуемся свойством 1.2.25, применив его к матрице A′

detA′ = detA+αdetA′′, (1.2.26)

где матрица A′′ получена из матрицы A заменой столбца a j на столбец ai. Но
тогда матрица A′′ имеет два одинаковые столбца: с номерами i и j. Следова-
тельно, detA′′ = 0, и равенство detA′ = detA вытекает из (1.2.26).
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Это свойство обычно используется в несколько иной формулировке:
определитель не изменится, если к какому-либо его столбцу (или стро-
ке) прибавить или вычесть другой (другую), умножив его предварительно
на любое число. Эффективность этого приема иллюстрируется следующим
примером.

ПРИМЕР 1.2.5. Вычислить определитель:

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

1 2 3

1 3 6

∣∣∣∣∣∣
.

РЕШЕНИЕ. Вместо применения правила треугольника или разложения по
строке или столбцу вычтем первую строку определителя последовательно
из второй, а потом из третей. По свойству 1.2.4, определитель не изменится:

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

1 2 3

1 3 6

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

0 1 2

0 2 5

∣∣∣∣∣∣
.

Вычитая теперь из третьей строки вторую, умноженнуюна 2, получимопре-
делитель треугольного вида

detA =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

0 1 2

0 2 5

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

0 1 2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1.

Обращаем внимание на то, что мы получали нули нем где попало, а
целенаправлено — ниже диагонали.

Для формулировки очередного свойства введем следующее

Определение 1.2.2. Линейной комбинацией столбцов a1, a2, . . . , ak од-
ного размера называется столбец a вида

a = λ1a1 +λ2a2 + . . .+λkak. (1.2.27)

Аналогично определяется линейная комбинация строк.

Следствие 1.2.6. Если какой-нибудь столбец (или строка) квадратной
матрицы A есть линейная комбинация других столбцов (строк) этой мат-
рицы, то detA = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем для частного случая линейной комбинации
двух столбцов. В общем случае можно использовать метод математической
индукции. Пусть j-й столбец матрицы A представлен в виде линейной ком-
бинации двух других столбцов:

a j = λ1ai +λ2ak.
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По свойству 1.2.25 определитель detA представим в виде:

detA = λ1 detA1 +λ2 detA2,

где матрицы A1 и A2 получены из A заменой j-го столбца соответственно
столбцами ai и ak. Очевидно, обе эти матрицы имеют по два одинаковых
столбца и их определители равны нулю в силу свойства 1.2.3. Значит, и
detA = 0.

Следствие 1.2.7. Сумма произведений элементов какой-нибудь строки
(столбца) определителя на алгебраические дополнения элементов другой
строки (столбца) равна нулю:

n

∑
k=1

aik ·A jk = 0, (i 6= j). (1.2.28)

n

∑
k=1

aki ·Ak j = 0, (i 6= j). (1.2.29)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим определитель detA′, полученный из дан-
ного определителя detA заменой его j-й строки на i-ю. Этот определитель
равеннулю, таккакимеет двеодинаковые строки. Разлагая егопо j-й строке,
получим

0 = detA′ =
n

∑
k=1

aikA jk, (i 6= j),

что совпадает с (1.2.28). Аналогично доказывается (1.2.29).
Следствие 1.2.7 и свойство 1) можно объединить в одну теорему:

Теорема 1.2.1. Для любой квадратной матрицы A = (ai j)n×n выполня-
ются равенства:

n

∑
k=1

aikA jk =

{
detA, если i = j,

0, если i 6= j,
= δi j detA, (1.2.30)

n

∑
k=1

akiAk j =

{
detA, если i = j,

0, если i 6= j,
= δi j detA, (1.2.31)

где символ δi j, называемый символом Кронекера, предназначен для краткой
записи предыдущего выражения и определяется равенством:

δi j =

{
1, если i = j,
0, если i 6= j.

(1.2.32)

Заключительное свойство сформулируем в форме теоремы, которую на-
зываюттеоремой умножения определителей.
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Теорема 1.2.2. Для любых квадратных матриц A и B одного поряд-
ка определитель их произведения равен произведению определителей этих
матриц:

det(AB) = detA detB. (1.2.33)

Доказательство этой теоремы можно найти в [2].
В заключение покажем, как рассмотренные свойства можно использо-

вать для рационального вычисления определителей порядка выше трех.

ПРИМЕР 1.2.6. Вычислить определитель:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 1 0

0 1 2 −1

3 −1 2 3

3 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

РЕШЕНИЕ. Будем производить с данным определителем действия, не из-
меняющие значения определителя, но упрощающие его вид.При этом будем
целенаправлено получать нули ниже диагонали. В частности, будем склады-
вать и вычитать строки или столбцы с целью получить как можно больше
нулей в какой-нибудь строке (или столбце). При этом для пояснения будем
использовать следующие обозначения: (ai + a j ⇒ ai) означает, что к i-му
столбцу прибавили j-й столбец. Аналогичные пояснения для действий со
строками.Используя эти действия, попытаемся получить три нуля в первом
столбце:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 1 0

0 1 2 −1

3 −1 2 3

3 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a1+a2⇒a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

1 1 2 −1

2 −1 2 3

4 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Мы прибавили к первому столбцу второй (значение определителя не меня-
ется!), получивнаместеa11 число1. Теперьбудемпоследовательновычитать
первую строку, умноженнуюна подходящее число, из второй, третьей и чет-
вертой:
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

1 1 2 −1

2 −1 2 3

4 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a2−a1⇒a2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 2 1 −1

2 −1 2 3

4 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a3−2a1⇒a3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 2 1 −1

0 1 0 3

4 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a4−4a1⇒a4)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 2 1 −1

0 1 0 3

0 5 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Итак, получили нули в первом столбце всюду ниже главной диагонали.
Оперируя таким же образом со строками 2–4, получим нули во втором
столбце ниже главной диагонали:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 2 1 −1

0 1 0 3

0 5 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a2⇔a3)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 1 0 3

0 2 1 −1

0 5 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a3−2a2⇒a3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 1 0 3

0 0 1 −7

0 5 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(a4−5a2⇒a4)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 1 0 3

0 0 1 −7

0 0 2 −14

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Наконец, вычитая из четвертой строки последней матрицы удвоенную тре-
тью, получим определитель треугольного вида, у которого к тому же чет-
вертая строка — нулевая:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 0

0 1 0 3

0 0 1 −7

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

§ 1.3. Обратная матрица

В этом пункте по-прежнему рассматриваются только квадратные мат-
рицы порядка n.

1.3.1. Определение и свойства обратной матрицы

Определение 1.3.1. МатрицаA называется обратимой, если существу-
ет такая матрица B, что

AB = BA = E, (1.3.1)

где E — единичная матрица. Матрица B называется обратной по отноше-
нию к матрице A.

Докажем некоторые свойства обратимых матриц.

Свойство 1.3.1. Если матрица A обратима, то ее обратная матрица B

единственна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что существуют две обратные матри-
цы B1 и B2, и покажем, что они совпадают. Действительно, в силу (1.3.1)
выполняются следующие равенства:

AB1 = B1A = E, AB2 = B2A = E. (1.3.2)
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Умножим слева первое из них на матрицу B2 и, используя определение
обратной матрицы, а также свойства матричного умножения, получим це-
почку эквивалентных равенств:

B2(AB1) = B2E ⇔ (B2A)B1 = B2 ⇔
⇔ EB1 = B2 ⇔ B1 = B2.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.3.1. Обратнуюматрицуобозначают:B = A−1. В этихобо-
значениях равенство (1.3.1) приобретает вид

A ·A−1 = A−1 ·A = E. (1.3.3)

Свойство 1.3.2. Если матрицыA иB обратимы,то матрицаABтакже
обратима, причем

(AB)−1 = B−1A−1. (1.3.4)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что матрица B−1A−1 является обратной к
A ·B, то естьихпроизведениеравно единичнойматрице.Используя свойства
матричного умножения, имеем:

(AB)(B−1A−1) = ((AB)B−1)A−1 = (A(BB−1))A−1 =

= (AE)A−1 = AA−1 = E.

Таким образом, доказано

(AB)(B−1A−1) = E,

т. е. первое из равенств (1.3.1) или (1.3.3) в определении обратной матрицы.
Аналогично доказывается второе∗, т. е.:

(B−1A−1)(AB) = E.

Свойство 1.3.3. Если матрица A обратима, то матрица AT также об-
ратима, причем

(AT )−1 = (A−1)T . (1.3.5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем, как и в предыдущем свойстве, что матрица
(A−1)T удовлетворяет определению обратной к матрице AT . Действитель-
но, используя свойство матричного умножения и определение обратной
матрицы, имеем:

AT (A−1)T = (A−1A)T = ET = E.

∗Впрочем, если доказано одно из равенств (1.3.1), то другое можно не проверять: оно выте-
кает из первого. Попробуйте это доказать.
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1.3.2. Существование обратной матрицы.

Определение 1.3.2. Матрица A называется невырожденной, если ее
определитель отличен от нуля. В противном случае матрица A называ-
ется вырожденной.

Теорема 1.3.1. Длятого, чтобы матрица A = (ai j)n×n была обратимой,
необходимо и достаточно, чтобы она была невырожденной. При этом об-
ратная матрица может быть найдена в явном виде по формуле

A−1 =
1

detA
Ã T , где Ã =




A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
An1 An2 · · · Ann


 (1.3.6)

—матрица, составленная из алгебраических дополнений элементов матри-
цы A (она называется присоединенной для матрицы A).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.Необходимость.ПустьматрицаAимеетобратнуюA−1.
Покажем, что detA 6= 0,, т.е. матрица A невырождена. Так как AA−1 = E, то
det(AA−1) = detE = 1. По теореме умножения определителей det(AA−1) =
detAdet(A−1) = 1. Последнее равенство возможно, только если оба сомно-
жителя в левой части отличны от нуля. Отсюда следует, что detA 6= 0.

Достаточность.Пусть матрица A невырожденна. Покажем, что матри-
ца

B =
1

detA
Ã T =

1

detA




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann




является обратной для матрицы A. Для этого докажем, что произведение
AB = C является единичной матрицей. Используя свойство 3) матричного
умножения, представим сначала матрицуC в виде:

C =
1

detA




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann







A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann


 .

Теперь, применяя правило умножения матриц и теорему 1.2.1, найдем эле-
мент ci j матрицыC:

ci j =
1

detA

p

∑
k=1

aikA jk =
1

detA
detAδi j = δi j,

где δi j — символ Кронекера. Отсюда следует, что элементы ci j матрицы C

равны 1, если i = j, и равны 0, если i 6= j. Это и означает, что матрица
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C — единичная. Следовательно, AB = E . Аналогично доказывается BA = E ,
а значит, B = A−1.

Рассмотрим примеры вычисления обратных матриц.

ПРИМЕР 1.3.1. Найти обратную для матрицы

A =

(
1 2

3 4

)
.

РЕШЕНИЕ. Найдем сначала определитель матрицы:

detA =

∣∣∣∣
1 2

3 4

∣∣∣∣= 1 ·4−3 ·2 = −2.

Так как detA 6= 0, то матрица A невырожденна, а значит— обратима. Обрат-
ную матрицу найдем по формуле (1.3.6). Вычислим алгебраические допол-
нения элементов матрицы A :

A11 = 4, A12 = −3, A21 = −2, A22 = 1.

Составим присоединенную матрицу:

Ã =

(
A11 A12

A21 A22

)
=

(
4 −3

−2 1

)
.

Наконец, вычисляем обратную матрицу согласно формуле (1.3.6):

A−1 =
1

detA
Ã T =

1

detA

(
A11 A21

A12 A22

)
=

= −1

2

(
4 −2

−3 1

)
=

(
−2 1

3/2 −1/2

)
.

Правильность вычислений проверим с помощью равенства: A ·A−1 = E .

AA−1 =

(
1 2

3 4

)(
−2 1

3/2 −1/2

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Аналогично убеждаемся, чтоA−1A = E . Значит, матрицаA−1 найдена верно.

ПРИМЕР 1.3.2. Найти обратную для матрицы

A =




2 7 3

3 9 4

1 5 3


 .

РЕШЕНИЕ. Найдем определитель матрицы (разлагая его, например, по
первой строке):

detA =

∣∣∣∣∣∣

2 7 3

3 9 4

1 5 3

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣
9 4

5 3

∣∣∣∣−7

∣∣∣∣
3 4

1 3

∣∣∣∣+3

∣∣∣∣
3 9

1 5

∣∣∣∣= −3.
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Матрица A невырождена, значит, обратная A−1 существует. Для ее нахож-
дения, как и раньше, найдем алгебраические дополнения всех элементов
матрицы A:

A11 =

∣∣∣∣
9 4

5 3

∣∣∣∣= 7; A12 = −
∣∣∣∣

3 4

1 3

∣∣∣∣= −5;

A13 =

∣∣∣∣
3 9

1 5

∣∣∣∣= 6;

A21 = −
∣∣∣∣

7 3

5 3

∣∣∣∣= −6; A22 = −
∣∣∣∣

2 3

1 3

∣∣∣∣= 3;

A23 = −
∣∣∣∣

2 7

1 5

∣∣∣∣= −3;

A31 =

∣∣∣∣
7 3

9 4

∣∣∣∣= 1; A32 = −
∣∣∣∣

2 3

3 4

∣∣∣∣= 1;

A33 =

∣∣∣∣
2 7

3 9

∣∣∣∣= −3.

Составим присоединенную матрицу:

Ã =




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33


=




7 −5 6

−6 3 −3

1 1 −3


 .

Обратную матрицу находим по формуле (1.3.6):

A−1 =
1

detA
Ã T =

1

−3




7 −6 1

−5 3 1

6 −3 −3


=

=




−7/3 2 −1/3

5/3 −1 −1/3

−2 1 1


 .

Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в правильности нахож-
дения обратной матрицы. Для этого нужно проверить, что выполняются
равенства:

AA−1 = A−1A = E.

1.3.3. Решение систем линейных уравнений с помощьюобратнойматри-

цы

Рассмотрим систему линейных уравнений, у которой число уравнений
совпадает с числомнеизвестных.Вобщемвиде такая системаизn уравнений
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с n неизвестными выглядит следующим образом:




a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn = b1,

a21x1 +a22x2 + · · ·+a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 +an2x2 + · · ·+annxn = bn,

(1.3.7)

где ai j —коэффициенты системы (i = 1,n, j = 1,n), x1, x2, . . . , xn —неизвест-
ные, b1, b2, . . . , bn — свободные члены. Если обозначить через A = (ai j)n×n

матрицу из коэффициентов системы (ее называют матрицей системы), че-

рез b =




b1

b2

...
bn


— столбец свободных членов и через x =




x1

x2

...
xn


— стол-

бец из неизвестных, то систему (1.3.7) можно записать в эквивалентной
матричной форме:




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann







x1

x2

...
xn


=




b1

b2

...
bm


 . (1.3.8)

Действительно, достаточно умножить матрицу на столбец в левой части
(1.3.8), имыполучимстолбецизлевыхчастей системы(1.3.7).Совсемкратко
систему (1.3.7), (1.3.8) можно записать в виде:

Ax = b. (1.3.9)

Последнее уравнение удобно для решения. Пусть матрица системы имеет
обратную A−1. Умножим обе части уравнения (1.3.9) слева на A−1.

A−1(Ax) = A−1b ⇔ (A−1A)x = A−1b ⇔ Ex = A−1b,

откуда
x = A−1b. (1.3.10)

Для возможности такого решения требуется лишь одно условие: матрица A

системы должна быть обратимой, или, в силу теоремы 1.3.1, невырожден-
ной. Систему линейных уравнений (1.3.7), у которой число ее уравнений
равно числу неизвестных и detA 6= 0, будем называть крамеровской. Из вы-
шеизложенного следует, что крамеровские системы имеют единственное
решение, которое может быть найдено с помощью обратной матрицы по
формуле (1.3.10).
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ПРИМЕР 1.3.3. Найти решение системы уравнений:



2x+7y+3z = 5;

3x+9y+4z = −1;

x+5y+3z = 2.

РЕШЕНИЕ. Запишем систему уравнений в матричном виде: Ax = b, где

A =




2 7 3

3 9 4

1 5 3


 , x =




x

y

z


 , b =




5

−1

2


 .

Обратная матрица A−1 вычислена в примере 1.3.2, с ее помощью находим
решение:

x = A−1b =




−7/3 2 −1/3

5/3 −1 −1/3

−2 1 1






5

−1

2


=




−43/3

26/3

−9


 .

Таким образом, единственное решение нашей системы:
x = −43/3, y = 26/3, z = −9.

§ 1.4. Ранг матрицы

1.4.1. Линейная независимость строк и столбцов

Рассмотрим некоторые свойства столбцов или строк одного размера,
при этом все понятия и утверждения будем формулировать только для
столбцов, для строк они формулируются аналогично.

Пусть a1, a2, . . . , ak —некоторая совокупность столбцов одного размера.
Напомним (см. определение 1.2.2 на стр. 49), что линейной комбинацией
этих столбцов называется столбец a вида:

a = λ1a1 +λ2a2 + . . .+λkak, (1.4.1)

где λ1, λ2, . . . , λk — действительные числа, коэффициенты линейной ком-
бинации.

Линейнуюкомбинацию (1.4.1) называюттривиальной, если все коэффи-
циенты в правой части (1.4.1) равны нулю:
λi = 0; i = 1,2, . . . ,k (или короче: i = 1,k). В противном случае (то есть
когда хотя бы одно λi отлично от нуля) линейная комбинация называется
нетривиальной. Заметим, что тривиальная линейная комбинация столбцов
всегда равна нулевому столбцу

0a1 +0a2 + . . .+0ak = 0.

Ситуация, когда нетривиальная линейная комбинация столбцовможет рав-
няться нулевому столбцу, описана в следующем определении.
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Определение 1.4.1. Совокупность (или система) столбцов a1, a2, . . . , ak

называется линейно зависимой, если существует нетривиальная линейная
комбинация этих столбцов, равная нулевому столбцу. В противном случае
система столбцов называется линейно независимой.

Иначе говоря, система столбцов a1, a2, . . . , ak линейно зависима, если
найдутся коэффициенты λ1, λ2, . . . , λk, из которых хотя бы один отличен от
нуля, такие, что выполнено равенство:

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λkak = 0, (1.4.2)

где 0 =




0

0
...

0


— нулевой столбец.

Напротив, система столбцов a1, a2, . . . , ak линейно независима, если не
найдутся такие коэффициенты λ1, λ2, . . . , λk, из которых хотя бы один от-
личен от нуля, и выполнено равенство (1.4.2). Стало быть, система линейно
независима, если равенство (1.4.2) возможно лишь для нулевых коэффици-
ентов λi или если равенство (1.4.2) влечет

λ1 = λ2 = . . . = λk = 0. (1.4.3)

ПРИМЕР 1.4.1. Выяснить, является ли система столбцов

a1 =

(
1

2

)
, a2 =

(
3

4

)

линейно зависимой.

РЕШЕНИЕ. Запишем равенство (1.4.2) для данной системы столбцов:

λ1a1 +λ2a2 = 0 ⇔ λ1

(
1

2

)
+λ2

(
3

4

)
=

(
0

0

)
.

Оно равносильно следующим соотношениям:{
λ1 +3λ2 = 0,

2λ1 +4λ2 = 0.
(1.4.4)

Последняя система равенств, равносильная (1.4.2), представляет собой си-
стему линейных уравнений, а вопрос о линейной зависимости исходной
системы столбцов сводится к существованию ненулевого решения системы
(1.4.4). Заметим, что эта система однородная, то есть столбец из правых
частей ее уравнений нулевой. Очевидно, одно решение у нее всегда есть —
нулевое: λ1 = 0, λ2 = 0. А так как определитель системы detA = −2 6= 0, то
система (1.4.4) является крамеровской и имеет единственное решение (см.
(1.3.10)), т. е. нулевое. Таким образом, равенство (1.4.2) для нашей системы
столбцов выполняется лишь при нулевых значениях коэффициентов. Стало
быть, данная система столбцов линейно независима.
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ЗАМЕЧАНИЕ 1.4.1. Из решения этого примера вытекает справедливость
следующего утверждения: система столбцов
a1, a2, . . . , ak линейно зависима тогда и только тогда, когда однородная
система линейных уравнений

Ax = 0 (1.4.5)

имеет ненулевое решение, где A — матрица, составленная из столбцов a1,
a2, . . . , ak.

Рассмотрим некоторые свойства линейно зависимых и линейно незави-
симых систем.

Свойство 1.4.1. Система столбцов a1, a2, . . . , ak линейно зависима то-
гда итолькотогда, когда один из этих столбцов есть линейная комбинация
остальных.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть столбцы a1, a2, . . . , ak линей-
но зависимы. Тогда существует нетривиальная линейная комбинация этих
столбцов, равная нулевому столбцу, т. е. найдутся коэффициенты λ1, λ2, . . . ,
λk, из которых хотя бы один отличен от нуля, и выполнено равенство

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λkak = 0.

Для простоты предположим, что коэффициент, отличный от нуля — λ1.
Разделим это равенство на λ1 (т. е. умножим на 1/λ1) и перенесем все члены,
кроме a1, в правую часть:

a1 = −λ2

λ1
a2 − . . .− λk

λ1
ak.

Это равенство и означает, что столбец a1 есть линейная комбинация осталь-
ных столбцов.

Достаточность. Пусть теперь один из столбцов a1, a2, . . . , ak есть ли-
нейная комбинация остальных. Например,

a1 = µ2a2 + . . .+µkak.

Перенося все члены этого равенства в левую часть, получим

1a1 −µ2a2 − . . .−µkak = 0.

Так как в левой части последнего равенства стоит нетривиальная линейная
комбинация столбцов a1, a2, . . . , ak, равная нулевому столбцу (коэффици-
ент у столбца a1 отличен от нуля!), то данная система столбцов линейно
зависима.

Свойство 1.4.2. Если система столбцов a1, a2, . . . , ak содержит нулевой
столбец, то она линейно зависима.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть, например, a1 = 0, тогда выполняется равенство

1a1 +0a2 + . . .+0ak = 0,

из которого и вытекает линейная зависимость данной системы столбцов
согласно определению 1.4.1.

Свойство 1.4.3. Если система столбцов a1, a2, . . . , ak содержит линейно
зависимую подсистему, то вся система линейно зависима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть для простоты первые r 6 k столбцов линейно
зависимы. Тогда найдется нетривиальная линейная комбинация эти столб-
цов, равная нулевому столбцу:

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λrar = 0.

Добавив к левой части этого равенства остальные столбцы с коэффициен-
тами, равными нулю, получим:

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λrar +0ar+1 + . . .+0ak = 0.

Так как из первых r коэффициентов не все равны нулю, то в левой части
последнего равенства стоит нетривиальная линейная комбинация столбцов
a1, a2, . . . , ar, ar+1, . . . , ak, равная нулевому столбцу. Следовательно, они
образуют линейно зависимую систему.

Свойство 1.4.4. Если система столбцов a1, a2, . . . , ak линейно независи-
ма, то любая ее подсистема также линейно независима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО выводится из предыдущего свойства рассуждением от
противного.

1.4.2. Ранг матрицы. Теоремы о базисном миноре и о ранге матрицы

Рассмотрим произвольную матрицу

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn


 .

Определение 1.4.2. Миноромk-гопорядкаматрицыAназываетсяопре-
делитель, образованныйэлементами,расположенныминапересечениикаких-
либо k строк и каких-либо k столбцов матрицы.

ПРИМЕР 1.4.2. Дана матрица

A =




1 2 3 0

4 3 −2 1

2 2 4 5


 .
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Минорами первого порядка являются все элементы матрицы: 1, 2, 3, 0, 4

и т. д. Миноры второго порядка — это всевозможные определители второ-
го порядка, стоящие на пересечении каких-нибудь пар столбцов и каких-
нибудь пар строк:∣∣∣∣

1 2

4 3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

1 3

4 −2

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

1 0

4 1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

2 3

3 −2

∣∣∣∣ , и т. д.

Миноры третьего порядка:∣∣∣∣∣∣

1 2 3

4 3 −2

2 2 4

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

4 3 1

2 2 5

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

1 3 0

4 −2 1

2 4 5

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

2 3 0

3 −2 1

2 4 5

∣∣∣∣∣∣
.

Очевидно, миноров выше третьего порядка у данной матрицы нет. Вообще,
если матрица имеет размерность m×n, то наивысший порядок ее миноров
равен минимальному из чисел m, n.

Определение 1.4.3. Рангом матрицы A называется наивысший порядок
ее миноров, отличных от нуля. Обозначения: RgA или RangA.

Более подробно: RgA = r, если существует минор порядка r матрицы A,
отличный от нуля, и все миноры более высоких порядков равны нулю. В
этом случае минор порядка r, отличный от нуля (любой), называется базис-
ным минором матрицы A, а совокупность столбцов (строк), пересекающих
базисный минор, также называют базисными.

УПРАЖНЕНИЕ 1.4.1. Докажите, что если существует минор порядка r

матрицы A, отличный от нуля, и все миноры порядка r +1 равны нулю, то
RgA = r.

ПРИМЕР 1.4.3. Найти ранг матрицы:

A =




1 2 3 4

−1 −1 0 −2

0 1 3 2


 .

РЕШЕНИЕ. Так как существуют миноры первого порядка, отличные от
нуля (элементы матрицы), то вычисляем миноры второго порядка. Если
все они окажутся равными нулю то ранг равен 1 (см. упражнение 1.4.1).
Если найдется минор второго порядка, отличный от нуля, то вычисляем
миноры третьего порядка. В случае если все миноры третьего порядка ока-
жутся нулевыми, то ранг равен 2. Если же среди них найдется ненулевой, то
вычисляем миноры четвертого порядка и т. д.
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Следуя описанной процедуре, легко обнаруживаем минор второго по-

рядка, не равный нулю:

∣∣∣∣
1 2

−1 −1

∣∣∣∣ = 1. Вычисляем миноры третьего по-

рядка: ∣∣∣∣∣∣

1 2 3

−1 −1 0

0 1 3

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣

1 2 4

−1 −1 −2

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0, и т. д.

Очевидно, все миноры третьего порядка равны нулю, так как можно заме-
тить, что у матрицы A третья строка равна сумме первых двух, и это же
свойство наследуют все миноры третьего порядка. Стало быть, RgA = 2.

Теорема 1.4.1 (о базисном миноре). Столбцы (строки), пересекающие
базисный минор матрицы, линейно независимы. Любой столбец (строка)
матрицы является линейной комбинацией базисных.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО Все рассуждения проведем для столбцов, для строк
они будут аналогичны. Мы докажем сначала, что базисные столбцы линей-
но независимы. Предположим, что это не так, т. е. столбцы, пересекающие
базисный минор, линейно зависимы. Тогда, по свойству 1.4.1 (стр. ??), один
из этих столбцов есть линейная комбинация остальных, и это остается
справедливым также для столбцов базисного минора. Но тогда, по свой-
ству определителей (см. следствие 1.2.6 на стр. 49), базисный минор должен
равняться нулю, что противоречит определению базисного минора. Стало
быть, предположение неверно, и столбцы, пересекающие базисный минор,
линейно независимы.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть RgA = r. Предположим
для простоты, что базисный минор расположен в левом верхнем углу мат-
рицыA, т. е. на пересечениипервых r строкипервых r столбцов. Рассмотрим
определитель порядка r +1, полученный добавлением к базисному минору
строки с номером i и столбца с номером j матрицы A:

∆r+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1r a1 j

a21 a22 · · · a2r a2 j

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 · · · arr ar j

ai1 ai2 · · · air ai j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Этот определитель равен нулю при любых i = 1,m и j = 1,n. Действитель-
но, если i 6 r или j 6 r, то ∆r+1 содержит две одинаковых строки или два
одинаковых столбца. А если i > r и j > r, то определитель ∆r+1 оказывает-
ся минором порядка r + 1 матрицы A, и он равен нулю, так как RgA = r.
Разложим определитель ∆r+1 по последней строке, обозначая следующим
образом алгебраические дополнения элементов этой строки:

Ai1 = λ1, Ai2 = λ2, . . . , Air = λr, Ai j = λr+1.
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Заметим,чтоалгебраическиедополненияэлементовпоследнейстрокиопре-
делителя ∆r+1 не зависят от того, какая именно строка стоит на последнем
месте, поэтому в их обозначении отсутствует зависимость от i. Разложение
определителя ∆r+1 по последней строке имеет вид

∆r+1 = ai1λ1 +ai2λ2 + . . .+airλr +ai jλr+1

или
0 = λ1ai1 +λ2ai2 + . . .+λrair +λr+1ai j

при всех i = 1, . . . ,m. Последние равенства равносильны следующему соот-
ношению для столбцов:

0 = λ1a1 +λ2a2 + . . .+λrar +λr+1a j.

Заметим, чтов этомравенствекоэффициентλr+1 = Ai j естьбазисныйминор
матрицыA, поэтомуоннеравеннулю. Разделивнанего все членыравенства,
выразим оттуда a j:

a j = − λ1

λr+1
a1 −

λ2

λr+1
a2 − . . .− λr

λr+1
ar.

В силу произвольности j, последнее равенство означает, что любой столбец
матрицы A есть линейная комбинация базисных столбцов.

Следствие 1.4.1. Если матрица A квадратная и detA = 0, то столбцы
(строки) матрицы образуют линейно зависимую систему.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.Пустьпорядокматрицыравенn. Таккакматрицаквад-
ратная, то единственный минор порядка n матрицы— это ее определитель.
Условие detA = 0 эквивалентно тому, что RgA = r < n. Значит, существу-
ет столбец, который не пересекает базисный минор. По теореме 1.4.1, этот
столбец есть линейная комбинация базисных, а значит, по свойству 1.4.1
(если r = n−1) или по свойству 1.4.3 (если r < n−1) все столбцы матрицы
линейно зависимы. Аналогично доказывается линейная зависимость строк.

Теорема 1.4.2 (о ранге матрицы). Ранг матрицы равен максимальному
числу ее линейно независимых строк (столбцов).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО этой теоремы следует из определения ранга матрицыи
теоремы о базисном миноре. Если RgA = r, то в матрице существует ровно
r линейно независимых строк (это базисные строки), а любые (r+1) строки
линейно зависимы. Действительно, ранг матрицы A′, образованной этими
(r + 1) строками, не превосходит ранга всей матрицы A, то есть RgA′ 6 r,
а значит, найдется строка матрицы A′, не пересекающая базисный минор
этой матрицы. По теореме о базисном миноре, эта строка есть линейная
комбинация остальных строк матрицы A′, значит, все строки этой матрицы
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линейно зависимы. Тогда, по свойству 1.4.3 линейно зависимых систем, все
строки матрицы A также линейно зависимы.

Справедливо и обратное. Если в матрице существует r линейно неза-
висимых строк, а любые (r + 1) строки линейно зависимы, то, во-первых,
существует минор порядка r, отличный от нуля. Такой минор найдется сре-
ди миноров, расположенных в этих r линейно независимых строках, так как
в противном случае все эти миноры порядка r равны нулю, следователь-
но, ранг матрицы, образованной r линейно независимыми строками, будет
меньше r, что влечет линейную зависимость этих r строк, в силу первой
части теоремы, т. е. здесь — противоречие. Во-вторых, любой минор по-
рядка (r + 1) исходной матрицы равен нулю, так как все его (r + 1) строки
будут линейно зависимы (почему?) и, значит, одна из них есть линейная
комбинация остальных. По определению ранга матрицы, отсюда следует
(см упражнение 1.4.1), что RgA = r.

Следствие 1.4.2. Ранг матрицы не меняется при умножении ее на любую
невырожденную (квадратную) матрицу.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПустьматрицаA = (ai j)m×n имеет рангRgA = r. Умно-
жим ее справа на невырожденную матрицу B = (b jk)n×n. В силу теоремы
о ранге матрицы, достаточно показать, что максимальное число линейно
независимых строк матрицы AB равно r. Заметим, что строками матрицы
AB являются произведения соответствующих строк матрицы A на матрицу
B:

a1B, a2B, . . . , amB.

Покажем, что линейная зависимость (линейная независимость) любой си-
стемы строк матрицы A равносильна линейной зависимости (линейной
независимости) соответствующей системы строк матрицы AB. Пусть, на-
пример, система строк a1, a2, . . . , ak линейно зависима, т. е. равенство

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λkak = 0 (1.4.6)

выполняется при некоторых ненулевых коэффициентах λi. Умножив это
равенство на матрицу B, получим

λ1a1B+λ2a2B+ . . .+λkakB = 0. (1.4.7)

При этом равенства (1.4.6) и (1.4.7) равносильны, так как (1.4.6) получается
из (1.4.7) умножением последнего на матрицу B−1. Поэтому из линейной
зависимости (независимости) строк a1, a2, . . . , ak вытекает линейная зави-
симость (независимость) строкa1B,a2B, . . . ,akBиобратно.Отсюдаясно, что
максимальное число линейно независимых строк у матриц A и AB должно
быть одинаковым.
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1.4.3. Элементарные преобразования матриц

Определение 1.4.4. Элементарными преобразованиями матрицы на-
зываются:

1) перестановка любых двух строк матрицы;
2) умножение какой-либо строки матрицы на число, отличное от нуля;
3) сложение строк, то есть замена любой строки матрицы ее суммой с

какой-нибудь другой строкой;
4) те же операции со столбцами.

Определение 1.4.5. Матрицы, полученные одна из другой элементарны-
ми преобразованиями, называются эквивалентными.

Обозначение: A ∼ B (A эквивалентна B).

Теорема 1.4.3. Элементарные преобразования матрицы не меняют ее
ранга.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства теоремы отметим, что каждое эле-
ментарное преобразование равносильно умножению матрицы на некото-
рую невырожденную матрицу. Доказательство этого утверждения можно
найти в курсах линейной алгебры. Тогда утверждение теоремы вытекает из
следствия 1.4.2.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.4.2. Припомощиэлементарныхпреобразованийлюбуюмат-
рицу A можно привести к одному из простейших видов: треугольному, диа-
гональному или «ступенчатому», ранг которых определяется очень просто.

Например, пусть матрица A элементарными преобразованиями приве-
дена к диагональномувиду (перестановкой строки столбцовможно добить-
ся, чтобы ненулевые элементы главной диагонали стояли в левом верхнем
углу):




b11 0 . . . 0 0 . . . 0

0 b22 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . brr 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




Тогда, очевидно, ранги обеих матриц совпадают и равны числу нену-
левых элементов диагональной матрицы. В самом деле, базисный минор
диагональной матрицы B как раз находится в левом верхнем углу, и его
порядок равен числу ненулевых элементов.
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Рассмотрим несколько примеров использования элементарных преоб-
разований для вычисления ранга матрицы.

Уточним сначала понятие ступенчатой матрицы.

Определение 1.4.6. Ступенчатой матрицей будем называть матрицу,
удовлетворяющую следующим условиям:

1) все нулевые строки находятся ниже всех ненулевых;
2) у каждой ненулевой строки, кроме первой, число нулевых элементов,

предшествующих первому ненулевому, больше, чем у предыдущей строки.

Например, ступенчатыми являются матрицы A и B.

A =




|1 2 −1 0 3

0 |3 2 5 −1

0 0 0 |4 0


 , B =




|3 2 −1 0 4 5

0 0 |2 −1 0 0

0 0 0 |2 5 1

0 0 0 0 0 0


 .

Частным случаем ступенчатой является треугольная матрица вида:

A =




1 2 0 −1

0 1 −1 2

0 0 3 1

0 0 0 4


 .

Теорема 1.4.4. Ранг ступенчатой матрицы равен числу ее ненулевых
строк.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся определением ранга матрицы. Пусть в
матрицеA = (ai j)m×n

ступенчатоговида rненулевых строк, где r 6 min(m,n).
Тогда у нее имеется минор порядка r, отличный от нуля, а именно минор,
лежащий на пересечении ненулевых строк и столбцов, в которых находятся
первые ненулевые элементы этих строк (отмеченные в приведенных выше
примерах ступенчатых матриц). Кроме того, все миноры порядка выше r

либо не существуют, либо равны нулю, так как неизбежно будут содержать
нулевые строки. Отсюда следует, что RgA = r.

ПРИМЕР 1.4.4. Найти ранг ступенчатой матрицы и указать базисный
минор:

A =




|1 −1 0 0 3 2

0 |2 1 −3 4 1

0 0 0 |3 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




.
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РЕШЕНИЕ. Из предыдущей теоремы следует, что RgA = 3. Базисный ми-
нор лежит на пересечении ненулевых строк и столбцов, в которых лежат
первые ненулевые элементы этих строк, отмеченные уголками:

M =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 0

0 2 −3

0 0 3

∣∣∣∣∣∣
.

УПРАЖНЕНИЕ 1.4.2. Докажите, что RgA = 3 для матрицы из последнего
примера без теоремы 1.4.4, пользуясь только определением ранга матрицы.

На следующемпримере проиллюстрируемметод нахождения ранга мат-
рицы путем приведения ее к ступенчатому виду элементарными преобра-
зованиями. Этот метод называют методом Гаусса.

ПРИМЕР 1.4.5. Найти ранг матрицы с помощью элементарных преобра-
зований (методом Гаусса)

A =




2 −1 3 0 2

1 2 −1 1 1

−3 0 2 −1 −4

0 1 4 0 −1


 .

РЕШЕНИЕ. Начнем с того, что для удобства поменяем местами первые
две строки. Удобство заключается в том, что в первой строке на первой
позиции стоит 1. Затем, используя эту первую строку, добьемся, чтобы в
первом столбце все элементы, стоящие ниже главной диагонали, равнялись
нулю. Для этого из каждой строки, начиная со второй, будем вычитать (или
прибавлять) первую, умноженную на подходящее число:

A ∼




1 2 −1 1 1

2 −1 3 0 2

−3 0 2 −1 −4

0 1 4 0 −1


∼




1 2 −1 1 1

0 −5 5 −2 0

0 6 −1 2 −1

0 1 4 0 −1


 .

Так, например, из второй строки вычли первую, умноженнуюна 2; к третьей
удобней прибавить первую, умноженную на 3; а четвертую строку оставили
без изменений, так как у нее уже в первом столбце стоит 0.

Аналогичные преобразования проделаем со строками последней мат-
рицы, начиная со второй: сначала поменяем местами вторую и четвертую,
затем, вычитая или прибавляя вторую строку к последующим, умножая ее
предварительно на подходящее число, добьемся, чтобы во втором столбце
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все элементы ниже главной диагонали были равны нулю:

A ∼




1 2 −1 1 1

0 −5 5 −2 0

0 6 −1 2 −1

0 1 4 0 −1


∼




1 2 −1 1 1

0 1 4 0 −1

0 6 −1 2 −1

0 −5 5 −2 0


∼

∼




1 2 −1 1 1

0 1 4 0 −1

0 0 −25 2 5

0 0 25 −2 −5


∼




1 2 −1 1 1

0 1 4 0 −1

0 0 −25 2 5

0 0 0 0 0


 .

В последнем преобразовании к последней строке прибавили предыдущую,
что привело к нулевой строке. Поскольку заключительная матрица имеет
ступенчатый вид, то ее ранг определяем по числу ненулевых строк: он равен
3. Следовательно, и ранг исходной матрицы равен RgA = 3.

§ 1.5. Системы линейных уравнений.
Теорема Крамера

1.5.1. Основные понятия. Матричная запись

системы

В п 1.3.3 мы уже имели дело с системами линейных уравнений общего вида.

Определение 1.5.1. Системой m линейных алгебраических уравнений с
n неизвестными называется система вида:




a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 +am2x2 + . . .+amnxn = bm,

(1.5.1)

где x1, x2, . . . , xn —неизвестные, ai j —коэффициенты системы, а b1, b2, . . . ,
bm — свободные члены, или правые части уравнений системы.

Определение 1.5.2. Решением системы (1.5.1) называется всякий набор
чисел x1 = x0

1, x2 = x0
2, . . . , xn = x0

n, при подстановке которых в систему (1.5.1)
все ее уравнения превращаются в верные равенства.

Определение 1.5.3. Система (1.5.1) называется совместной, если она
имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если не имеет решений.

Определение 1.5.4. Две системыназываются эквивалентными, илирав-
носильными, если они имеют одно и то же множество решений. При этом
все несовместные системы считаются равносильными.
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Как и в п 1.3.3, матрицей системы будем называть матрицу из ее коэф-
фициентов:

A = (ai j)m×n =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn


 ,

а столбец неизвестных и столбец свободных членов обозначать соответ-
ственно

x = X =




x1

x2

...
xn


 , b = B =




b1

b2

...
bm


 .

Тогда систему (1.5.1) можно записать в эквивалентной матричной форме:
Ax = b или AX = B. (1.5.2)

ПРИМЕР 1.5.1. Длязаданнойсистемылинейныхуравненийвыписатьмат-
рицу системы, столбец неизвестных, столбец свободных членов и записать
систему в матричном виде:




2x1 −3x2 − x3 + x4 = 1

3x1 + x2 −2x3 +3x4 = −1

x1 +4x3 = 0.

РЕШЕНИЕ. Легко видеть, что матрица системы имеет размерность (3×4)
(3 уравнения и 4 неизвестных), столбец неизвестных имеет размер 4, а
столбец свободных членов — размер 3. Конкретные их выражения имеют
вид:

A =




2 −3 −1 1

3 1 −2 3

1 0 4 0


 , x = X =




x1

x2

x3

x4


 , b = B =




1

−1

0


 .

При этих значениях данная система уравнений имеет вид (1.5.2).

1.5.2. Формулы Крамера

Вернемся еще раз к крамеровским системам линейных уравнений, т. е.
системам, число уравнений в которых равно числу неизвестных, а матрица
системы невырожденная. Пусть матрица системы по-прежнему обозначена
A = (ai j)n×n. Ее определитель обозначим

∆ = detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
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и будем называть определителем системы. Наряду с ∆ рассмотрим опреде-
лители∆ j, j = 1,2, . . . ,n, которыеполучаютсяиз∆ заменойего j-го столбца
столбцом свободных членов, например,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 · · · a1n

a21 b2 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

и т. д. В этих обозначениях имеет место следующая

Теорема 1.5.1 (Крамера). Еслив системелинейныхуравнений (1.5.1)или
(1.5.2) число уравнений равно числу неизвестных и определитель системы
отличен от нуля (т. е. система является крамеровской), то она имеет
единственное решение, определяемое по формулам:

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
. (1.5.3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Условия доказываемой теоремы совпадают с услови-
ями разрешимости крамеровской системы при помощи обратной матри-
цы (см. п 1.3.3). В этом случае крамеровская система имеет единственное
решение, задаваемое формулой (1.3.10). Запишем подробнее эту формулу,
подставляя в нее выражение для обратной матрицы из (1.3.6):



x1

x2

...
xn


= x = A−1b =

1

∆




A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann







b1

b2

...
bn


 .

Перемножив матрицы в правой части равенства, найдем:

x1 =
1

∆
(b1A11 +b2A21 + . . .+bnAn1) =

1

∆

n

∑
k=1

bkAk1 =
∆1

∆
,

x2 =
1

∆

n

∑
k=1

bkAk2 =
∆2

∆
, . . . , xn =

1

∆

n

∑
k=1

bkAkn =
∆n

∆
.

Последние равенства во всех этих соотношениях получены по формулам
разложения определителей ∆ j по j-му столбцу:

∆1 =
n

∑
k=1

bkAk1, ∆2 =
n

∑
k=1

bkAk2, . . . , ∆n =
n

∑
k=1

bkAkn.

Формулы (1.5.3), по которым находится решение крамеровской системы,
также называют формулами Крамера.
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ПРИМЕР 1.5.2. Найти решение системы по формулам Крамера:



x+ y+2z = 1;

−2x+4y = −3;

x+2y+3z = 1.

РЕШЕНИЕ. Так как определитель системы

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

−2 4 0

1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 2 6= 0,

то формулы Крамера применимы. Вычислим определители ∆1, ∆2, ∆3, заме-
няя в ∆ столбцы 1, 2, 3 столбцом свободных членов:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

−3 4 0

1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 1, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

−2 −3 0

1 1 3

∣∣∣∣∣∣
= −1,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

−2 4 −3

1 2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1.

Тогда решение находим по формулам (1.5.3):

x =
∆1

∆
=

1

2
, y =

∆2

∆
= −1

2
, z =

∆3

∆
=

1

2
.

Заметим, что в общем случае количество арифметических операций
необходимых для решения линейной системы значительно меньше при
решении методом Гаусса, чем методами обратной матрицы или Крамера.
Последние методы рационально использовать при решении систем с чис-
ловыми коэффициентами 2-го или 3-го порядков и систем с буквенными
коэффициентами.

§ 1.6. Системы линейных уравнений.
Общая теория

1.6.1. Условие совместности системы.

Теорема Кронекера–Капелли

Рассмотрим систему линейных уравнений общего вида (1.5.1) или в мат-
ричной форме (1.5.2). Наряду с матрицей системы A = (ai j)mxn рассмотрим
так называемую расширенную матрицу

A∗ = (A|B) = (A|b) =




a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · amn bm


 , (1.6.1)
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которая получается добавлением к матрице A столбца свободных членов.
В связи с данной системой возникает вопрос о ее совместности: имеет

ли она хотя бы одно решение? Ответ содержится в следующей теореме
Кронекера-Капелли.

Теорема 1.6.1 (Кронекера–Капелли). Для того чтобы система линей-
ных уравнений (1.5.1) или (1.5.2) имела решения (т. е. была совместной),
необходимо и достаточно, чтобы ранг основной матрицы A системы был
равен рангу расширенной матрицы A∗ :

RgA = RgA∗. (1.6.2)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Используя линейные операции над
столбцами, систему (1.5.1) можно записать в следующем виде:

x1




a11

a21

...
am1


+ x2




a12

a22

...
am2


+ . . .+ xn




a1n

a2n

...
amn


=




b1

b2

...
bm




или сокращенно:
x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan = b. (1.6.3)

Пусть система совместна. Тогда найдутся такие значения x1 = λ1, x2 = λ2,
. . . , xn = λn, приподстановке которыхв (1.5.1) или в (1.6.3) все эти уравнения
обращаются в верные равенства, в частности будет выполнено равенство

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λnan = b.

Из этого равенства следует, что столбец свободных членов b есть линейная
комбинация столбцов матрицы A, и значит его добавление к матрице A не
увеличивает максимальное число линейно независимых столбцов матрицы
A. По теореме о ранге матрицы, RgA = RgA∗.

Достаточность. Пусть RgA = RgA∗ = r. Тогда базисный минор матри-
цы A может служить и базисным минором расширенной матрицы A∗. Не
ограничивая общности, можно считать, что базисный минор расположен в
верхнем левом углу матрицы A, т. е. на пересечении первых r строк и пер-
вых r столбцов. Тогда, по теореме о базисном миноре, столбец b является
линейной комбинацией первых r столбцов матрицы A, т. е.

b = λ1a1 +λ2a2 + . . .+λrar

длянекоторыхкоэффициентовλ1,λ2, . . . ,λr. Приписав вправуючасть этого
равенства остальные столбцы матрицы A с нулевыми коэффициентами,
получим

b = λ1a1 +λ2a2 + . . .+λrar +0ar+1 + . . .+0an,

откуда следует, что (1.6.3) выполняется при значениях неизвестных x1 = λ1,
x2 = λ2, . . . , xr = λr, xr+1 = 0, . . . , xn = 0. Это и означает, что система (1.5.1)
имеет решение.
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1.6.2. Однородные системы линейных уравнений

Определение 1.6.1. Система линейных уравнений называются одно-
родной, если столбец ее свободных членов — нулевой: b = 0.

Однородная система имеет вид



a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0;

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 +am2x2 + . . .+amnxn = 0

(1.6.4)

или в матричной форме
Ax = 0. (1.6.5)

Очевидно, что однородная система всегда совместна, так как имеет, по
крайней мере, одно решение

x = 0 =




0

0
...
0


 ,

которое называется нулевым, илитривиальным.

УПРАЖНЕНИЕ 1.6.1. Попробуйте обосновать совместность однородной
системы с помощью теоремы Кронекера-Капелли.

Рассмотрим некоторые свойства решений однородных систем.

Свойство 1.6.1. Если столбцы

x =




x1

x2

...
xn


 , y =




y1

y2

...
yn




являются решениями системы (1.6.4), то их сумма x + y также является
решением (1.6.4).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемсяматричнойзаписью(1.6.5) однородной
системы (1.6.4). Так как столбцы x и y являются решениями этой системы,
то для них справедливы равенства:

Ax = 0, Ay = 0.

Складывая эти равенства и используя свойства матричного умножения,
получим

Ax+Ay = 0 ⇐⇒ A(x+ y) = 0,

откуда и вытекает доказываемое утверждение. Аналогично доказывается
следующее
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Свойство 1.6.2. Если столбец x =




x1

x2

...
xn


 является решением систе-

мы (1.6.4), то для любого действительного λ столбец λx также является
решением (1.6.4).

Из этих свойств немедленно вытекает

Следствие 1.6.1. Если столбцы

x =




x1

x2

...
xn


 , y =




y1

y2

...
yn




являются решениями системы (1.6.4), то для любых действительных λ и µ

линейная комбинация λx+µy также является решением (1.6.4).

Методом математической индукции отсюда выводится

Следствие 1.6.2. Если столбцы x1, x2, . . . , xk являются решениями си-
стемы (1.6.4), то для любых действительных λ1, λ2, . . . , λk линейная ком-
бинация

x = λ1x1 +λ2x2 + . . .+λkxk

также является решением системы (1.6.4).

Попробуйте доказать это следствие самостоятельно.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.6.1. Из свойства 1.6.2 следует, что если однородная си-
стема имеет хотя бы одно ненулевое решение, то она имеет бесконечное
множество решений.

Определение 1.6.2. Совокупность решений e1, e2, . . . , ek однородной си-
стемы (1.6.4) называется фундаментальной системой решений, если

1) e1, e2, . . . , ek линейно независимы,
2) любое решение системы (1.6.4) является линейной комбинацией реше-

ний e1, e2, . . . , ek.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.6.2. Если найдена фундаментальная система решений e1,
e2, . . . , ek однородной системы (1.6.4), то множество всех решений этой
системы можно представить в виде

x = c1e1 + c2e2 + . . .+ ckek, (1.6.6)

где c1, c2, . . . , ck — произвольные действительные постоянные.
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Определение 1.6.3. Решение (1.6.6), представляющее при всевозможных
значениях постоянных ci (i = 1, . . . ,k) все решения системы (1.6.4), называ-
ется общим решением однородной системы.

Теорема 1.6.2. Если ранг r матрицы A однородной системы (1.6.4) мень-
ше числа неизвестных n, то система имеет фундаментальную систему
решений, состоящую из (n− r) решений: e1, e2, . . . , en−r.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы содержит также и некоторый алгоритм на-
хождения фундаментальной системы решений. Заметим, что перестановка
строк матрицы A соответствует перестановке уравнений системы (1.6.4) и
приводит к системе, равносильной исходной, а перестановка столбцов рав-
носильнапереобозначениюнеизвестных.Проделав, еслинеобходимо, такие
перестановки, будем считать, как и раньше, что базисный минор матрицы
A находится в ее левом верхнем углу:

A =




a11 a12 · · · a1r ar+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2r a2r+1 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 · · · arr arr+1 · · · arn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 · · · ann anr+1 · · · ann




.

По теореме о базисном миноре все строки матрицы A с номерами, боль-
шими r, являются линейными комбинациями первых r строк. Соответству-
ющие уравнения системы (1.6.4) обладают тем же свойством, поэтому их
можно отбросить, так как они есть следствие первых r уравнений. Оставша-
яся системаиз r первыхуравнений сnнеизвестнымиравносильнаисходной.
Оставим в левой части этой системы первые r неизвестных, остальные пе-
ренесем в правую часть. Получим:





a11x1 +a12x2 + . . .+a1rxr = −a1r+1xr+1 − . . .−a1nxn,

a21x1 +a22x2 + . . .+a2rxr = −a2r+1xr+1 − . . .−a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 +ar2x2 + . . .+arrxr = −arr+1xr+1 − . . .−arnxn.

(1.6.7)

Первые r неизвестных x1, x2, . . . , xr будем называть базисными, остальные
(n− r) неизвестных xr+1, . . . , xn — свободными (или параметрическими).

(Заметим: так как в общем случае базисныйминорне обязательнораспо-
ложен в левом верхнем углу, то базиснымимогут быть любые r неизвестных,
коэффициенты при которых образуют базисный минор матрицы A).

Если свободным переменным придать какие-либо значения, то базис-
ные неизвестные можно найти единственным образом из системы (1.5.1),
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так как это крамеровская система с определителем, отличным от нуля: ее
определитель — базисный минор матрицы A.

Придадим свободным неизвестным поочередно следующие наборы зна-
чений 



xr+1

xr+2

...
xn


=




1

0
...
0


 ,




0

1
...
0


 , . . . ,




0

0
...
1


 . (1.6.8)

Тогда правые части системы (1.5.1) получат определенные числовые значе-
ния, для которых система (1.5.1) будет иметь единственное решение. Таким
образом, при каждом наборе свободных неизвестных из (1.6.8) мы найдем
из (1.5.1) соответственный набор базисных неизвестных:



x1
1

x1
2
...

x1
r


 ,




x2
1

x2
2
...

x2
r


 , . . . ,




xn−r
1

xn−r
2
...

xn−r
r


 .

Объединяя их в единые столбцы, получим (n− r) столбцов

e1 =




x1
1

x1
2
...

x1
r

1

0
...
0




, e2 =




x2
1

x2
2
...

x2
r

0

1
...
0




, . . . , ek =




xn−r
1

xn−r
2
...

xn−r
r

0

0
...
1




, (1.6.9)

каждый из которых является решением системы (1.5.1), а следовательно, и
исходной системы (1.6.4).

Докажем, что решения из (1.6.9) образуют фундаментальную систе-
му. Сначала проверим их линейную независимость. Составим матрицу из
столбцов e1, e2, . . . , en−r:



x1
1 x2

1 · · · xn−r
1

x1
2 x2

2 · · · xn−r
2

. . . . . . . . . . . . . . . . .
x1

r x2
r · · · xn−r

r

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1




.
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Эта матрица имеет размерность n× (n− r), причем минор порядка (n−
r), стоящий в последних (n− r) строках, равен 1, т. е. отличен от нуля.
Следовательно, ранг данной матрицы равен (n− r), и по теореме о ранге
матрицы все ее столбцы линейно независимы.

Проверимусловие2) вопределениифундаментальнойсистемы.Возьмем
произвольное решение однородной системы (1.6.4):

x = (x1,x2, . . . ,xr,xr+1, . . . ,xn)
T

и образуем следующую линейную комбинацию решений этой системы:

y = x− xr+1e1 − xr+2e2 − . . .− xnen−r. (1.6.10)

В силу следствия 1.6.2, y является решением системы (1.6.4). Выполнив все
действия со столбцами в правой части равенства (1.6.10), обнаружим, что
все последние (n− r) элементов столбца y равны нулю, то есть

y = (y1,y2, . . . ,yr,0, . . . ,0)T .

Заметим, что столбец y, будучирешением системы (1.6.4), является одновре-
менно решением равносильной системы (1.5.1) при нулевых значениях всех
свободных неизвестных. Однако нулевые значения свободных неизвестных
дают нулевое (единственное) решение системы (1.5.1) для базисных неиз-
вестных, т. е. y1 = 0, y2 = 0, . . . , yr = 0. Отсюда следует, что y = 0, и из (1.6.10)
находим:

x = xr+1e1 + xr+2e2 + . . .+ xnen−r.

Таким образом, произвольное решение x однородной системы (1.6.4) есть
линейная комбинация решений e1, e2, . . . , en−r. Следовательно, доказано,
что e1, e2, . . . , en−r образуют фундаментальную систему решений.

Следствие 1.6.3. Есличисло уравнений однородной системы (1.6.4) равно
числу неизвестных, то система имеет ненулевые решения тогда и только
тогда, когда detA = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, если detA = 0, то RgA = r < n, и по
теореме 1.6.2 система имеет фундаментальную систему из (n−r) решений, а
значит, бесконечное множество решений. Обратно: если однородная систе-
маимеетненулевоерешение, то ееопределительдолженравнятьсянулю, так
как если detA 6= 0, то система является крамеровской и имеет единственное
(нулевое) решение, что противоречит исходному допущению.

Как уже отмечалось, доказательство теоремы 1.6.2 содержит описание
алгоритма решения однородной системы (1.6.4). При этом на начальном
этапе (определение ранга матрицы системы, нахождение базисногоминора)
оперироватьнужносматрицей, ане с самойсистемой.Вследующемпримере
мы покажем, как, оперируя в основном с матрицей, найти все решения
однородной системы линейных уравнений.
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ПРИМЕР 1.6.1. Найти фундаментальную систему решений однородной
системы: 




3x1 +2x2 + x3 +3x4 +5x5 = 0;

6x1 +4x2 +3x3 +5x4 +7x5 = 0;

9x1 +6x2 +5x3 +7x4 +9x5 = 0;

3x1 +2x2 +4x4 +8x5 = 0.

РЕШЕНИЕ. Используемметод элементарныхпреобразований (методГаус-
са) для нахождения ранга матрицы системы (будем говорить — «ранга си-
стемы») и базисного минора. При этом будем производить элементарные
операции только со строками матрицы, так как это соответствует операци-
ям с уравнениями системы, сохраняющим равносильность. Как и прежде,
приведем матрицу системы к ступенчатому виду:

A =




3 2 1 3 5

6 4 3 5 7

9 6 5 7 9

3 2 0 4 8


∼




3 2 1 3 5

0 0 1 −1 −3

0 0 2 −2 −6

0 0 −1 1 3


∼

∼




3 | 2 1 3 5

0 0 | 1 −1 −3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


 .

Ранг ступенчатой матрицы равен 2 (числу ненулевых строк). Значит и ранг
исходной матрицы RgA = r = 2. Число неизвестных системы n = 5. Сле-
довательно, по теореме 1.6.2 система имеет фундаментальную систему из
n− r = 3 решений. Число базисных неизвестных равно 2 (рангу), свобод-
ных— 3. Чтобыназначить базисныенеизвестные, выберембазисныйминор
последней матрицы: можно, например, взять в качестве базисного минор
второго порядка на пересечении первых двух строк и второго и третьего
столбцов. Тогда базисными неизвестными будут x2, x3, остальные — сво-
бодными. Выпишем систему, соответствующую последней матрице, затем
свободные неизвестные перенесем в правые части уравнений:
{

3x1 +2x2 + x3 +3x4 +5x5 = 0

x3 − x4 −3x5 = 0
⇐⇒

⇐⇒
{

2x2 + x3 = −3x1 −3x4 −5x5

x3 = x4 +3x5.

Решаяпоследнююсистемуотносительнобазисныхнеизвестных«снизувверх»
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находим 



x3 = x4 +3x5

x2 =
1

2
(−x3 −3x1 −3x4 −5x5) = −3

2
x1 −2x4 −4x5.

Полученное решение можно представить в виде

x =




x1

x2

x3

x4

x5




=




x1

−3

2
x1 −2x4 −4x5

x4 +3x5

x4

x5




, (1.6.11)

где базисные неизвестные выражены через свободные, а свободные могут
принимать произвольные значения. Таким образом, равенство (1.6.11) опи-
сываетмножествовсехрешенийоднородной системылинейныхуравнений.
Поэтому столбец x, заданный равенством (1.6.11), также называют общим
решением данной однородной системы.

Изобщегорешениялегкополучитьфундаментальнуюсистемурешений.
Для этого, как и при доказательстве теоремы 1.6.2, будем придавать свобод-
ным неизвестным (x1,x4,x5) последовательно значения (1,0,0), (0,1,0) и
(0,0,1). Тогда, подставляя эти значения в (1.6.11), получим

e1 =




1

−3/2

0

0

0




, e2 =




0

−2

1

1

0




, e3 =




0

−4

3

0

1




.

Используя найденную фундаментальную систему решений, общее решение
(1.6.11) можно записать в виде (1.6.6)

x = x1e1 + x4e2 + x5e3, (1.6.12)

где свободные неизвестные x1, x4, x5 играют роль произвольных постоян-
ных, т. е. могут принимать произвольные значения.

УПРАЖНЕНИЕ 1.6.2. Подставив в правую часть равенства (1.6.12) зна-
чения столбцов e1, e2, e3, убедитесь, что правые части равенств (1.6.11) и
(1.6.12) совпадают.

1.6.3. Неоднородные системы линейных уравнений

Рассмотрим произвольную неоднородную систему уравнений

Ax = b. (1.6.13)
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Соответствующей однородной системой будем называть систему

Ax = 0 (1.6.14)

с той же матрицей A.
В дополнение к свойствам однородных систем, рассмотренным в преды-

дущем пункте, определим во взаимосвязи свойства систем (1.6.13)–(1.6.14).

Свойство 1.6.3. Если z — какое-нибудь решение неоднородной систе-
мы (1.6.13), а x — любое решение соответствующей однородной системы
(1.6.14), то y = z+ x — решение неоднородной системы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силусформулированныхусловий, выполняютсясле-
дующие равенства:

Az = b, Ax = 0.

Складывая эти равенства, получим

Az+Ax = b ⇐⇒ A(z+ x) = b,

откуда и следует, что y = z+x есть решение неоднородной системы (1.6.13).
Совершенно аналогично можно доказать следующее

Свойство 1.6.4. Если y и z — какие-нибудь два решения неоднородной
системы (1.6.13), то их разность x = y− z является решением однородной
системы (1.6.14).

Следствие 1.6.4. Всякое решение y неоднородной системы (1.6.13) пред-
ставимо в виде суммы некоторого (частного) решения z неоднородной си-
стемы и какого-то решения x соответствующей однородной системы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть y произвольное решение неоднородной систе-
мы (1.6.13), а z — некоторое частное решение той же системы. Тогда, по
свойству 1.6.4, их разность x = y− z есть некоторое решение соответствую-
щей однородной системы (1.6.14), откуда y = z+ x.

Теорема 1.6.3. Пусть z — какое-нибудь частное решение неоднородной
системы (1.6.13), а e1, e2, . . . , en−r — фундаментальная система решений
соответствующей однородной системы (1.6.14). Тогда все множество реше-
ний неоднородной системы может быть представлено в виде

y = z+ c1e1 + c2e2 + . . .+ cn−ren−r, (1.6.15)

где c1, c2, . . . , cn−r — произвольные действительные постоянные.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно следствию 1.6.4 произвольное решение си-
стемы (1.6.13) представимо в виде y = z + x, где x — решение однородной
системы. Но любое решение однородной системы по теореме 1.6.2 может
быть представлено в виде линейной комбинации решений фундаменталь-
ной системы

x = c1e1 + c2e2 + . . .+ cn−ren−r

при некоторых значениях постоянных c1, c2, . . . , cn−r. Подставляя это вы-
ражение для x в предыдущее равенство, получим (1.6.15).

Как и для однородной системы, выражение (1.6.15) называется общим
решением неоднородной системы линейных уравнений.

ПРИМЕР 1.6.2. Найти общее решение неоднородной системы линейных
уравнений и выразить его через фундаментальную систему решений соот-
ветствующей однородной системы:




2x1 +7x2 +3x3 + x4 = 6;

3x1 +5x2 +2x3 +2x4 = 4;

9x1 +4x2 + x3 +7x4 = 2.

РЕШЕНИЕ. Как и в случае однородной системы, используем метод Гаусса,
но элементарные преобразования (только со строками!) будем проводить
с расширенной матрицей системы. Как и прежде, приведем расширенную
матрицу к ступенчатому виду

A∗ = (A|b) =




2 7 3 1 6

3 5 2 2 4

9 4 1 7 2


∼




1 −2 −1 1 −2

2 7 3 1 6

9 4 1 7 2


∼

∼




1 −2 −1 1 −2

0 11 5 −1 10

0 22 10 −2 20


∼




| 1 −2 −1 1 −2

0 11 5 | −1 10

0 0 0 0 0


 .

Видим, что число ненулевых строк ступенчатых матриц, как основной, так
и расширенной, равно 2. Следовательно, RgA = RgA∗ = 2, и по теореме
Кронекера–Капелли система совместна. Так как число неизвестных систе-
мы n = 4, то по теореме 1.6.2 система имеет фундаментальную систему из
n− r = 2 решений. В качестве базисного минора обеих матриц удобно вы-
брать минор треугольного вида, расположенный на пересечении первых
двух (ненулевых) строк и первого и четвертого столбцов (элементы кото-
рых отмечены в последней матрице). Тогда базисными неизвестными будут
x1, x4, остальные— свободными. Как и раньше, выпишем систему, соответ-
ствующуюпоследней (ступенчатой) матрице, затем свободные неизвестные
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перенесем в правые части уравнений:
{

x1 −2x2 − x3 + x4 = −2,

11x2 +5x3 − x4 = 10,
⇐⇒

⇐⇒
{

x1 + x4 = −2+2x2 + x3,

−x4 = 10−11x2 −5x3.

Решаяпоследнююсистемуотносительнобазисныхнеизвестных«снизувверх»,
находим общее решение неоднородной системы

y =




x1

x2

x3

x4


=




8−9x2 −4x3

x2

x3

−10+11x2 +5x3


 , (1.6.16)

где базисные неизвестные выражены через свободные, а свободные могут
принимать произвольные значения.

Из общего решения неоднородной системы легко получить частное ре-
шение этой системы. Для этого достаточно в равенстве (1.6.16) подставить
вместо свободных неизвестных какие-нибудь конкретные значения, проще
всего—нулевые: x2 = 0, x3 = 0. Полученное частное решение неоднородной
системы

z =




8

0

0

−10




вычтемизобщегорешения(1.6.16)неоднороднойсистемы.Посвойству1.6.4
эта разность является решением соответствующей однородной системы

x = y− z =




−9x2 −4x3

x2

x3

11x2 +5x3


 . (1.6.17)

В этом решении базисные неизвестные x1, x4 выражены через свободные
x2, x3, которые принимают произвольные значения. Следовательно, равен-
ство(1.6.17) представляет общее решение однородной системы, соответ-
ствующейданнойнеоднородной.Какиприрешениипредыдущегопримера,
найдем фундаментальную систему решений однородной системы, подстав-
ляя в (1.6.17) поочередно значения свободных неизвестных: x2 = 1, x3 = 0 и
x2 = 0, x3 = 1,

e1 =




−9

1

0

11


 , e2 =




−4

0

1

5


 .
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Используя найденную фундаментальную систему решений, общее решение
неоднородной системы можно записать в виде (1.6.15)

y = z+ x2e1 + x3e2 =




8

0

0

−10


+ x2




−9

1

0

11


+ x3




−4

0

1

5


 ,

где свободные неизвестные играют роль произвольных постоянных.
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Глава 2.

Векторная алгебра

§ 2.1. Понятие вектора и линейные
операции над векторами

Величины для задания которых достаточно указать их числовые значе-
ния, называются скалярными величинами, или просто скалярами. Приме-
ры скалярных величин: длина отрезка, угол, площадь, объем, время, работа,
масса, температура и т. д. Простейшие скалярные величины—отвлеченные
(т. е. не имеющие размерности) числа.

Наряду со скалярами существуют и другие величины, для полной харак-
теристикикоторыхнедостаточнозаданияихчисловыхзначений.Например,
для характеристики действия силымало знать ее величину—надо знать на-
правление, в котором эта сила действует. Такие величины, как скорость,
ускорение, сила, напряженность электромагнитного поля и т. д., требую-
щие для своего задания не только числового значения, но и направления,
называются векторными величинами, или векторами.

Для наглядного изображения векторов используют геометрические век-
торы— прямолинейные отрезки, имеющие не только определенную длину,
но и определенное направление.

Вектором будем называть направленный отрезок.
Вектор полностью характеризуется заданием:
a) своей начальной точки (точки приложения вектора);
b) направления;
c) длины.
Векторы обозначаются буквами или со стрелкой, или с чертой, или вы-

делением жирным шрифтом: ~F , s̄, P, v. Так как вектор — это направленный
отрезок, то его иногда удобнее обозначать двумя буквами с чертой (или
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стрелкой) вверху: AB,
−→
AB,

−→
BA и т. д., при этом первая буква обозначает

начало вектора, а вторая — конец.
Длиной вектора AB называется расстояние между его начальной и ко-

нечной точками. Длину вектора, которую чаще называют модулем вектора,
обозначают |AB|, |a| и т. д. В физике принято модуль вектора обозначать той
же буквой, что и вектор, но без черты (стрелки) сверху: если~v — скорость,
то v — величина скорости.

Два вектора называются коллинеарными, если они лежат на одной или
на параллельных прямых.

a b

c

Рис. 2.1

Коллинеарные векторы могут иметь
или одинаковое (например, векторы a и
cна рис. 2.1) или противоположное (на-
пример, векторы a и b на рис. 2.1) направ-
ления. Коллинеарность векторов a и b бу-
дем обозначать a ‖ b.

Введем важное понятие равенства векторов.

Определение 2.1.1. Два вектора считаются равными (a = b), если они
удовлетворяют трем условиям:

1) имеют одинаковую длину;
2) коллинеарны;
3) имеют одинаковое направление.

Из этого определения следует, что положение точки приложения векто-
ра не имеет значения, т. е. при параллельном переносе вектор не меняется.
Поэтому всегда можно переместить данные векторы так, чтобы они бы-
ли приложены к одной точке. Заметим, что такие векторы, определяемые
только своей длиной и направлением, называют свободными.

Понятие свободного вектора не является единственно возможным. На-
пример, в физике твердого тела действующую силу можно перенести в лю-
бую другую точку, но на той же прямой. И только в этом случае эффект дей-
ствия силы не изменится. Следовательно, нельзя считать равными векторы,
расположенные на параллельных прямых, даже если они имеют одинаковые
длину и направление. Такие векторы называются скользящими.

Наконец, в электродинамике вектор напряженности поля зависит от
точки приложения. Если векторы электромагнитного поля перенести в дру-
гие точки, даже с сохранением направления и длины, то получится поле с
инымифизическими характеристиками. Такие векторы называются связан-
ными.

Итак, мы рассматриваем только свободные векторы. Но это не умаляет
ценностей излагаемой теории, так как и связанные, и скользящие векторы
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можно выразить через свободные векторы.

2.1.1. Линейные операции над векторами

Линейными операциями над векторами называют операцию сложения
векторов, операцию вычитания векторов и операцию умножения векторов
на действительные числа.

Определение 2.1.2. Суммой двух векторов a и b, называется вектор c,
идущий из начала вектора a в конец вектора b при условии, что вектор b

приложен к концу вектора a.
Обозначается сумма c = a+b (рис 2.2).

a

b
a+b

a

b a+b

O A

B C

Рис. 2.2 Рис. 2.3
Это определение называют «правилом треугольника» сложения векто-

ров. Если векторы a и b коллинеарны, то, хотя треугольника и нет, опреде-
ление 2.1.2 применимо.

Если дополнить треугольник OAC (рис. 2.3) до параллелограмма OABC,
то получим — ведь противоположные стороны параллелограмма равны
и параллельны — «правило параллелограмма» сложения векторов: чтобы
сложить два вектора a и b, приводим их к общему началу O, строим на них
параллелограмм. Его диагональ, выходящая из той же вершины O, является
суммой двух данных векторов.

c = a1 +a2 +a3 +a4 +a5

a1

a2

a3

a4 a5

Рис. 2.4

Если нужно сложить более двух век-
торов, то, обобщая «правило треуголь-
ника», получаем «правило многоугольни-
ка»: чтобыпостроить суммулюбогочисла
векторов, надо из конца первого вектора
построить второйвектор, из конца второ-
го — третий и т. д. Вектор, связывающий
начало первого вектора с концом

последнего (т. е. замыкающийвектор), и будет суммойвсех данныхвекторов
(рис. 2.4).

Если конец последнего вектора совпадает с началом первого, то это
означает, что вектор — сумма имеет длину, равную нулю. Такой вектор
называется нулевым вектором (нуль-вектором) и обозначается ~0 или 0̄,
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или 0, или просто 0 (без черты, стрелки). Очевидно, нулевой вектор —
это вектор, модуль которого равен нулю (начало вектора совпадает с его
концом). Очевидно, что нулевой вектор не имеет направления, а поэтому
его можно считать коллинеарным любому вектору.

Если два вектора имеют одинаковую длину, но противоположное на-
правление, то их сумма равна нулю. Такие векторы называются противо-
положными. Очевидно, для любого вектора a найдется противоположный
ему вектор−a и выполняется равенство a+(−a) = 0.

Сложение векторов подчиняется основным законам сложения чисел:
1) a+b = b+a — закон коммутативности;
2) (a+b)+ c = a+(b+ c) — закон ассоциативности;
3) a+0 = a;
4) a+(−a) = 0.
Первое свойство следует из «правила параллелограмма» сложения двух

векторови свойств параллелограмма—противоположные его сторонырав-
ны и параллельны.

Для доказательства второго свойства
приложим вектор b к концу вектора a и
вектор c к концувектораb (рис. 2.5). Тогда
(a + b) + c = (OA + AB) + BC = OB + BC

= OC. С другой стороны, a + (b + c) =
= OA + (AB + BC) = OA + AC = = OC,
что и доказывает свойство 2).

a+b+ c

a+b

b+
c

a

b

c

O

A
B

C

Рис. 2.5
Вычитание векторов определяется как операция, обратная сложению.

Именно

Определение 2.1.3. Разностью a− b двух векторов a и b называется
такой вектор c, который в сумме с вектором b даёт вектор a.

Из этого определения и из «правила тре-
угольника» сложения векторов вытекает
правило построения вектора c = a − b:
чтобы построить вектор c = a− b, надо
привести к общему началу векторы a и b,
тогда a−b—этовектор, идущийиз конца
вектора b в конец вектора a (т. е. вектор
разности направлен в сторону того векто-
ра, из которого вычитали)(рис. 2.6).

a

b

c = a−b

Рис. 2.6
Ясно, что вычесть из вектора a вектор b, значит прибавить к первому a

вектор−b противоположный второму: a−b = a+(−b).
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Если использовать «правило паралле-
лограмма» сложения двух векторов,то по-
лучим: вектор c = a−b — это диагональ
параллелограмма, построенного на век-
торахaиb, приведенныхкобщемуначалу
и направленная в сторону уменьшаемого
вектора a (рис. 2.7).

a

b

c = a−b

Рис. 2.7

Определение 2.1.4. Произведениемλ ·a действительного числаλна век-
тор a называется вектор, коллинеарный вектору a, имеющий длину, равную
|λ||a|, и направление, совпадающее с направлением a, если λ > 0 и ему про-
тивоположное, если λ < 0.

-

2

-

a

a

a

2a

a/2

Рис. 2.8

Геометрически операция умножения
вектора на число означает, что вектор a

растягивается в λ раз, если λ > 1, сжима-
ется в λ раз, если 0 < λ < 1, а при отри-
цательном λ происходит еще изменение
направления вектора на противополож-
ное (рис. 2.8).

Еслимылюбойненулевой вектор aразделимна его длину |a|, то получим
вектор a0,который будет совпадать по направлению с вектором a, но его
длина будет равна единице. Такой вектор a0 называется ортом вектора a.

Легко проверяются следующие свойства операции умножения вектора
на число.

1) λ(a + b) = λa + λb — дистрибутивность относительно суммы векто-
ров;

2) (λ+µ)a = λa+µa — дистрибутивность относительно суммы чисел;
3) λ(µa) = (λµ)a — ассоциативность числовых сомножителей;
4) 1 ·a = a.
Для доказательства свойства 1) следует использовать подобие треуголь-

ников, построенных на векторах a, b и λa, λb, а для доказательства свойств
2) и 3) рассмотреть все возможные знаки чисел λ и µ. Предлагаем читателю
самостоятельно провести подробные доказательства.

Свойства операций сложения векторов и умножения вектора на число
важны, так как позволяют делать преобразования в векторной алгебре по
тем же правилам , по которым производятся аналогичные преобразования
в обычной алгебре .

ПРИМЕР 2.1.1. Длина вектора m равна единице, длина вектора n равна
двум и эти векторы перпендикулярны. Построить векторы, совпадающие
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с диагоналями параллелограмма, построенного на векторах a = 2m + n и
b = m−n.

РЕШЕНИЕ. Диагоналипараллелограмма совпадают с векторамиd1 = a+b

и d2 = a−b (рис. 2.3 и 2.7). Используя свойства
линейных операций, можно избежать по-
строения векторов a и b по указанным
векторам m и n.

Имеем, d1 = a + b = (2m + n)+ (m−
2n) = (2m+m)+(n−2n) = 3m−n. Ана-
логично d2 = m+3n.

n 3n

m

3m d1

d2

Рис. 2.9
В заключение данного раздела получим важный во многих приложе-

ниях критерий коллинеарности двух векторов. Из определения операции
умножения вектора на число следует, что если a = λb, то векторы a и b

коллинеарны. Справедливо и обратное: если a ‖ b и b 6= 0, то найдется чис-
ло λ такое, что a = λb. В самом деле, приложим векторы a и b к общему
началу O. Тогда эти векторы расположатся на одной прямой. Возможны два
случая: 1) векторы a и b направлены в одну сторону; 2) они направлены в
противоположные стороны.

Очевидно, в первом случае точкаB де-
литотрезокOAвнекоторомотношенииλ:
OA

OB
= λ.ОтсюдаOA = λOB, т. е.OA = λOB.

Во втором случае рассуждения аналогич-
ны.

OA B

O AB

a b

ab

Рис. 2.10
Итак, ненулевые векторы a и b коллинеарнытогда итолькотогда, когда

существует число λ такое, что a = λb.
Заметим, что если a = 0, то равенство 0 = 0b выполняется для любого

вектора b и, следовательно, нулевой вектор можно считать коллинеарным
любому вектору.

Рассмотрим несколько примеров.

ПРИМЕР 2.1.2. В параллелограмме ABCD обозначены AB = a и AD = b.
Выразитьчерез aиb векторыMA,MB,MC иMD, гдеM —точкапересечения
диагоналей параллелограмма (рис. 2.11).

РЕШЕНИЕ. Диагонали параллелограмма в точке пересечения делятся по-
полам. Значит (рис. 2.11),MC = 1/2AC = 1/2(a+b);MA =−MC =−1/2(a+
b); MD = −MB = −(a−b)/2 = (b−a)/2.

ПРИМЕР 2.1.3. Каким условием должны быть связаны векторы a и b,
чтобы вектор a+b делил угол между ними пополам?
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РЕШЕНИЕ. Вектор a + b совпадает с диагональю параллелограмма. Но
диагональ делит угол пополам только у ромба (квадрат - — частный случай
ромба), апараллелограммявляетсяромбом, еслиегостороныравны.Значит,
|a| = |b|.

A B

CD

M

a

b

A B

C

a

b

a0

b0
a0 +b0

Рис. 2.11 Рис. 2.12

ПРИМЕР 2.1.4. В треугольнике ABC обозначены AB = a и AC = b. Найти
какой-либо вектор, коллинеарный биссектрисе угла BAC.

РЕШЕНИЕ. Если на ортах a0 и b0 построить параллелограмм, то он будет
ромбом (так как |a0| = |b0| = 1) (рис. 2.12). Значит, диагональ a0 +b0 ромба
будет являться биссектрисой угла BAC (пример 2.1.4). Отсюда получаем —

вектор a0 +b0 =
a

|a| +
b

|b| коллинеарен биссектрисе угла BAC.

§ 2.2. Базис на плоскости и в пространстве

Введенные в предыдущем разделе линейные операции над векторами
обладают на практике очевидными недостатками: геометрическое построе-
ние результата операции имеет недостаточную точность, поскольку зависят
от точности чертежа; отсутствует наглядность при изображении простран-
ственных векторов на плоскомчертеже.Аналитическая геометрияпотомуи
называется так, что геометрическим объектам— точкам и векторам— ста-
вится в соответствие, при выборе определенной системы координат, набор
чисел.

Оказывается, в этом случае операции над векторами сводятся к обыч-
ным операциям — сложению и умножению — с числами (координатами
векторов).
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2.2.1. Линейная зависимость и линейная независимость векторов

В § 1.4 были введены понятия линейной зависимости и линейной неза-
висимости строк и столбцов матрицы. Эти понятия дословно переносятся
на векторы.

Линейной комбинацией векторов a1, a2, . . . , an называется сумма произ-
ведений этих векторов на произвольные действительные числа, т. е. выра-
жение вида

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λnan,

где λ1, λ2, . . . , λn —произвольные действительные числа.

Определение 2.2.1. Векторы a1, a2, . . . , an называются линейно зависи-
мыми, еслинайдутсятакиедействительныечислаλ1,λ2, . . . ,λn, из которых
хотя бы одно отлично от нуля, что линейная комбинация равна нулю, т. е.

λ1a1 +λ2a2 + . . .+λnan = 0.

Если векторы не являются линейно зависимыми,то их называют линей-
но независимыми.

Удобнее другое определение линейной независимости.

Определение 2.2.2. Векторы a1, a2, . . . , an называются линейно неза-
висимыми, если равенство нулю их линейной комбинации возможно лишь
тогда, когда все числа λ1, λ2, . . . , λn, равны нулю.

Все свойства (и доказательство этих свойств) линейно зависимых и ли-
нейнонезависимых векторов совпадают с аналогичными свойствами столб-
цов (п 1.4.1). Рекомендуем читателю убедиться в этом.

2.2.2. Линейная зависимость и линейная

независимость векторов на плоскости

и в пространстве. Компланарные векторы

Теорема 2.2.1. Два вектора линейно зависимы тогда и только тогда,
когда они коллинеарны.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Дано: векторы a и b линейно зави-
симы и надо доказать их коллинеарность. По определению 2.2.2 линейной
зависимости найдутся такие числа λ и µ, хотя бы одно из которых не рав-
но нулю, что справедливо равенство λa + µb = 0. Пусть для определенно-
сти λ 6= 0. Тогда, разделив обе части последнего равенства на λ, получим
a+µ/λb = 0 или a =−µ/λb. Если обозначить α =−µ/λ, то получим равен-
ство a = αb, т. е. векторы a и b коллинеарны. Необходимость доказана.
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Достаточность. Дано: a ‖ b и пусть вектор b ненулевой. Тогда найдется
такое число λ, что a = λb. Отсюда 1 ·a +(−λ)b = 0. Линейная комбинация
векторовaиbравнанулю, аиздвухкоэффициентов1и−λ этойкомбинации
по крайней мере один не равен нулю. По определению 2.2.1 векторы a и b

линейно зависимы. Теорема доказана.

Следствие 2.2.1. Если векторы a и b не коллинеарны, то они линейно
независимы.

Следствие 2.2.2. Среди двух неколлинеарных векторов не может быть
нулевого вектора.

Теорема 2.2.2. Три вектора на плоскости линейно зависимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если среди трех векторов a, b и c, лежащих на одной
плоскости, есть нулевой вектор, то эти три вектора линейно зависимы по
свойству 1.4.2 (стр. 60) линейно зависимых совокупностей.

Пусть все три вектора a, b и c ненулевые. Возможны два случая.
1. Какая-либо пара, например a и b, коллинеарна. Тогда по теореме 2.2.1

эта пара векторов линейно зависима. По свойству 1.4.3 (стр. 61) все три
вектора a, b и c линейно зависимы.

2. Пусть среди векторов a, b и c ни одна пара не коллинеарна. Приведем
векторы a, b и c к общему началу O (рис. 2.13)

Проведем через конец C вектора c

прямые, параллельные векторам a и b.
Обозначим через A и B точки пересече-
ния этих прямых с прямыми, на кото-
рых лежат векторы a и b. По построе-
нию четырехугольник OACB — паралле-
лограмм и OC — его диагональ. Значит,
c = OC = OA+OB.

O A

B

C

a

b
c

Рис. 2.13
Вектор OA коллинеарен a, значит, найдется такое число λ, что OA = λa.

Аналогично, OB = µb. Таким образом, c = λa + µb. По свойству 1.4.1 (стр.
60) все три вектора a, b и c линейно зависимы. Теорема доказана.

Векторы, лежащие в одной плоскости или в параллельных плоскостях,
называются компланарными. Теорему 2.2.2 можно сформулировать так:

Любые три компланарных вектора линейно зависимы.
Справедлива и обратная теорема:

Теорема 2.2.3. Если три вектора линейно зависимы, то они компланар-
ны.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть векторы a, b и c —линейно зависимы. По опре-
делению 2.2.1 линейной зависимости найдутся такие числа α, β и γ, что
αa+βb+ γc = 0, и хотя бы одно из этих чисел, пусть это будет γ, отлично от
нуля. Тогда из последнего равенства имеем c = −α/γa−β/γb. Обозначим
λ = −α/γ и µ = −β/γ. Если векторы a, b и c привести к общему началу, то
равенство c = λa + µb означает, что вектор c является диагональю парал-
лелограмма, построенного на векторе a, «растянутом» в λ раз, и векторе b,
«растянутом» в µ раз. Значит, векторы a, b и c лежат в одной плоскости, то
есть компланарны. Теорема доказана.

Заметим, что теоремы 2.2.2 и 2.2.3 можно сформулировать в виде одной
теоремы:

Для того, чтобы три вектора были линейно зависимы, необходимо и
достаточно, чтобы они были компланарны.

Следствие 2.2.3. Если векторы a, b и c некомпланарны, то они линейно
независимы.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.1. При доказательстветеоремы 2.2.3 попутно доказали
утверждение: каковы бы ни были неколлинеарные векторы a и b, для любого
вектора c, лежащего в одной плоскости с векторами a и b, найдутся такие
числа α и β, что справедливо равенство

c = αa+βb. (2.2.1)

В этом случае говорят, что вектор c линейно выражается через векторы
a и b или, что вектор c разложен по векторам a и b.

Теорема 2.2.4. Любые четыре вектора линейно зависимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего, исключим случай, когда среди данных
четырёх векторов какая-нибудь тройка векторов компланарна. В частности,
среди них нет ни одной пары коллинеарных векторов и нет нулевого векто-
ра, так как линейная зависимость такой совокупности следует из теоремы
2.2.3 и свойств линейно зависимых векторов.

O A

B

C

D

E

a

b

c

Рис. 2.14

Итак, пусть среди векторов a, b, c и d

никакие три не компланарны. Приведем
эти векторы к общему началуO и постро-
им параллелепипед, одна из вершин кото-
рого совпадает с точкой O, три смежных
ребра лежат на векторах a , b и c и диаго-
наль совпадает с вектором d (рис. 2.14)
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По «правилу параллелограмма» сложения векторов OE = OA+ +OB. По
«правилу треугольника» сложения векторов OD = = OE +ED = OE +OC.
Значит, вектор d = OD = OA + OB + OC. Так как вектор OA коллинеарен
вектору a (они лежат на одной прямой), то по критерию коллинеарности
векторов найдется такое число α, что OA = αa. Аналогично, найдутся числа
β и γ такие, чтоOB = βb,OC = γc. Следовательно, d = αa+βb+γc. илиαa+
βb + γc +(−1)d = 0. В равной нулю линейной комбинации векторов есть
ненулевой коэффициент, значит, эти векторы линейно зависимы. Теорема
доказана.

Попутно доказали утверждение:

Следствие 2.2.4. Каковы бы ни были некомпланарные векторы a, b и
c, для любого вектора d найдутся такие числа α, β и γ, что справедливо
равенство

d = αa+βb+ γc. (2.2.2)

Это равенство называют разложением вектора по трем некомпланарным
векторам.

В элементарной математике и физике часто говорят, что прямая одно-
мерна, плоскость имеет размерность два и что наше пространство трёхмер-
но. Теоремы 2.2.1–2.2.4 объясняют смысл этих утверждений:

1) Если на плоскости задан ненулевой вектор a, то для любого вектора b

найдется число λ такое, что b = λa;
2) Если на плоскости заданы два любых неколлинеарных вектора a и b,

то для любого вектора c, лежащего на этой же плоскости, найдутся такие
два числа α и β, что c = αa+βb;

3) Если в пространстве заданы три любых некомпланарных вектора a,
b и c, то для любого вектора d найдутся такие три числа α, β и γ, что
d = αa+βb+ γc.

Таким образом, максимальное число линейно независимых векторов на
прямой, на плоскости и в пространстве равно 1, 2 и 3 соответственно.

2.2.3. Базис на плоскости и в пространстве

Равенства (2.2.1) и (2.2.2) имеют важнейшее значение в векторной ал-
гебре. Например, выбрав два неколлинеарных вектора a и b на плоскости в
качестве базиса (базы, основы) мы можем любой вектор c этой плоскости
разложить по базису: c = αa + βb. Тем самым каждому вектору на плоско-
сти ставится в соответствие пара чиселα и β. Аналогично, каждому вектору
d в пространстве ставятся в соответствие три числа α, β и γ, если заранее
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указаны три некомпланарных вектора a, b и c в качестве базиса. Позже уви-
дим, что операции над векторами сводятся к операциям над указанными
числами.

Ввиду особой важности понятия базиса дадим его строгое определение
для произвольного множества векторов.

Определение 2.2.3. Пусть L — некоторое множество векторов. Сово-
купность векторов e1, e2, . . . , en ∈ L называется базисом на множестве L,
если выполняются три условия:

1) векторы e1, e2, . . . , en линейно независимы;
2) любой вектор a множества L можно разложить по векторам e1, e2,

. . . , en, т. е. a = α1e1 + α2e2 + . . . + αnen, где α1, α2, . . . , αn — некоторые
числа;

3) векторы e1, e2, . . . , en упорядочены, т. е. указано, какой вектор из
этой совокупности считается первым, какой вторым и т. д.

a = α1e1 +α2e2 + . . .+αnen, (2.2.3)

называется разложением вектора a по базису e1, e2, . . . , en.

Числаα1,α2, . . . ,αn называются координатами вектора в данном базисе.
Если базис задан, то равенства a = α1e1 +α2e2 + . . .+αnen, и

a = {α1,α2, . . . ,αn} равноправны (здесь учитывается упорядоченность век-
торов базиса и координат вектора).

Справедливы следующие утверждения.
1. Любой ненулевой вектор e образует базис на множестве L всех векто-

ров, коллинеарных e (т. е. базис на прямой, параллельной вектору e).
Это вытекает из теоремы 2.2.1.
2. Любая пара неколлинеарных векторов e1 и e2, лежащих на данной

плоскости, образует базис на этой плоскости.
Это вытекает из следствия 2.2.3 теоремы 2.2.3 и из формулы (2.2.1).
3). Любая тройка некомпланарных векторов e1, e2, e3 образует базис в

пространстве.
Это вытекает из следствия 2.2.4 теоремы 2.2.4 и формулы (2.2.2).
В дальнейшем для определенности будем рассматривать базис в про-

странстве.
Итак, пусть e1, e2, e3 — произвольный базис в пространстве, т. е. про-

извольная тройка некомпланарных векторов. Тогда по определению базиса
для любого вектора a найдутся такие числа α, β и γ что справедливо равен-
ство

a = αe1 +βe2 + γe3. (2.2.4)
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Теорема 2.2.5. Разложение любого вектора a по данному базису един-
ственно (т. е. при заданном базисе координаты вектора определяются од-
нозначно).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, для некоторого вектора a наряду с разло-
жением (2.2.4) справедливо еще и другое разложение по тому же базису

a = α1e1 +β1e2 + γ1e3.

Вычитая это равенство из равенства (2.2.4), получим

(α−α1)e1 +(β−β1)e2 +(γ− γ1)e3 = 0.

По определению базиса векторы e1, e2, e3 линейно независимыи, значит,
их линейная комбинация равна нулю только тогда, когда коэффициенты
этой комбинации равны нулю: α−α1 = 0, β− β1 = 0, γ− γ1 = 0, то есть
α = α1, β = β1, γ = γ1. Теорема доказана.

Теорема 2.2.6. Если в пространстве зафиксирован базис, то при сло-
жении векторов a и b их координаты (в этом базисе) складываются. При
умножении вектора на число все его координаты умножаются на это число.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть a = α1e1 +α2e2 +α3e3 и b = β1e1 +β2e2 +β3e3.
Тогда, в силу свойств линейных операций над векторами, получим

a+b = (α1 +β1)e1 +(α2 +β2)e2 +(α3 +β3)e3;

λa = λe1 +λe2 +λe3.

Координаты вектора суммы — коэффициенты при векторах базиса —
равны сумме координат векторов a и b. По теореме 2.2.5 это разложение
единственно. Для второго утверждения теоремы рассуждения аналогичны.
Теорема доказана.

Итак, две последние теоремы позволяют «уйти» от геометрического по-
строения результата линейных операций над векторами: вместо правила
параллелограмма построения суммы векторов и растяжения вектора при
умножении его на число мы переходим к простым действиям— арифмети-
ческим операциям над его координатами.

ПРИМЕР 2.2.1. Векторы e1, e2, e3 образуют базис. Показать, что векто-
ры a = e3, b = e1 −e2 −e3 и c = e1 −e2 +e3 компланарны и найти линейную
зависимость, их связывающую.

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим равную нулю линейную комбинацию αa + βb +
γc = 0. Если окажется, что это равенство возможно при α, β и γ не равных
нулю одновременно, то векторы a, b и c — линейно зависимы и по теореме
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2.2.4 компланарны. Подставляя в линейную комбинацию векторы a, b и c,
выраженные через векторы e1, e2, e3, получим

αa+βb+ γc = αe3 +β(e1 − e2 − e3)+ γ(e1 − e2 + e3) = 0,

или (β+ γ)e1 +(−β− γ)e2 +(α−β− γ)e3 = 0.
В силу линейной независимости векторов базиса это равенство возмож-

но, если только коэффициенты этой комбинации равны нулю:



β+ γ = 0,
−β− γ = 0,

α−β− γ = 0.

Из этой системы уравнений получаем β = −γ и α = −2γ. Значит,−2γa−
γb+ γc = 0. Взяв γ =−1, получаем 2a+b−c = 0. Следовательно, векторы a,
b и c линейно зависимы, а значит, и компланарны. Они связаны линейной
зависимостью

2a+b− c = 0.

2.2.4. Декартов прямоугольный базис.

Декартова прямоугольная система координат

Геометрическое построение разложений вектора по базису на плоскости
и в пространстве приводит к построению параллелограммов и параллеле-
пипедов (рис. 2.13 и 2.14). Естественно выбирать такой базис, для которого
подобное построение наиболее просто. Удобнее выбирать базис e1, e2, e3, в
котором векторы попарно перпендикулярны (или, как говорят в векторной
алгебре, попарно ортогональны) и имеют длины, равные единице: e1 ⊥ e2,
e1 ⊥ e3, e2 ⊥ e3, |e1| = |e2| = |e3| = 1.

Для того чтобы связать векторный способ решения задач с методом
координат, удобно рассматривать базис в его связи с системой координат.

Пространственная система координат состоит из трех взаимно перпен-
дикулярных осей и определяется выбором начала координат и ортов (еди-
ничных векторов) всех трех осей. Прямоугольная система координат на
плоскости состоит из двух взаимно перпендикулярных осей и однозначно
определяется выбором начала координат и ортов этих осей.

Условимся раз навсегда обозначать орт оси Ox через i, орт оси Oy через
j и орт оси Oz через k (рис. 2.15).
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Рис. 2.15
Векторы i, j и k упорядочены, это значит, что вектор i считается первым,

j —вторым и k —третьим. Системы координат, изображенные на рис. 2.15,
называются правыми.

Иногда рассматриваются левые системы координат (рис. 2.16).
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Рис. 2.16
В дальнейшем мы всюду будем рассматривать только правые системы

координат. Для базиса в i, j, k пространстве третий вектор k получается из
первыхдвух iи jпоизвестномуизфизикиправилу«буравчика». Базис i, jна-
зывается декартовым (Р. Декарт (1596–1650) — французский математик,
философ, физик и физиолог) прямоугольным базисом на плоскости. Базис
i, j, k — декартов прямоугольный базис в пространстве. Система коорди-
нат с декартовым базисом называется декартовой прямоугольной системой
координат.

Сформулируемполученныевышерезультатыдлядекартовапрямоуголь-
ного базиса:
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1. Любой вектор a на плоскости может быть единственным образом
разложен по декартовому базису i, j:

a = αi+βj. (2.2.5)

2. Любой вектор a в пространстве может быть единственным образом
разложен по декартовому базису i, j, k:

a = αi+βj+ γk. (2.2.6)

Векторы αi, βj и γk называются компонентами вектора a по осям коор-
динат.

Геометрически построение разложений (2.2.5) и (2.2.6) приводит к по-
строению прямоугольника и прямоугольного параллелепипеда (рис. 2.17).

O x

y

αi

βj a
O

x

y

z

αi

βj

γk

a

Рис. 2.17
Если вектор разложен по декартовому базису, то наряду с (2.2.5) и (2.2.6)

часто используется обозначение

a = {α,β} и a = {α,β,γ}
без указания векторов базиса i, j и k. Числа α, β и γ называются координа-
тами вектора в декартовом базисе.

2.2.5. Условия равенства и коллинеарности

векторов в координатной форме

Используя единственность разложения вектора по базису, получаем
утверждения:

1. Два вектора a = {α1,β1,γ1} и b = {α2,β2,γ2} равны тогда и только
тогда, когда равны их одноимённые координаты:

{α1,β1,γ1} = {α2,β2,γ2} ⇐⇒ α1 = α2, β1 = β2, γ1 = γ2.
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2. Два вектора a = {α1,β1,γ1} и b = {α2,β2,γ2} коллинеарны тогда и
только тогда, когда их одноимённые координаты пропорциональны:

α1

α2
=

β1

β2
=

γ1

γ2
. (2.2.7)

Докажем утверждение 2.
Необходимость. Если a ‖ b, то по теореме 2.2.1 (стр. 92) найдётся число

λ такое,что a = λb. По теореме 2.2.6

λb = {λα2,λβ2,λγ2}.
Значит, {α1,β1,γ1} = {λα2,λβ2,λγ2}. Отсюда α1 = λα2, β1 = λβ2, γ1 = λγ2.
Или λ = α1/α2 = β1/β2 = γ1/γ2. Необходимость доказана.

Достаточность.Приравняв отношение к числу λ получим λ = α1/α2 =
β1/β2 = γ1/γ2. Отсюда α1 = λα2, β1 = λβ2, γ1 = λγ2. Следовательно,

a = {α1,β1,γ1} = {λα2,λβ2,λγ2} = λ{α2,β2,γ2} = λb.

По теореме 2.2.1 векторы a и b коллинеарны. Теорема доказана.

ПРИМЕР 2.2.2. Зная, что векторы a = αi+5j−k и b = 3i+ j+ γk колли-
неарны, вычислить коэффициенты α и β.

РЕШЕНИЕ. Используя условие (2.2.7) коллинеарности, получаем
α

3
=

5

1
=

−1

γ
.

Отсюда α = 15, и γ = −1/5.

§ 2.3. Проекция вектора на ось.

Осью называется прямая, на которой выбраны начало отсчета, положи-
тельное направление и единица длины (масштаб)на этой оси. Ось можно
задать единичным вектором (ортом), лежащим на этой оси.

Определение 2.3.1. Пусть A′ и B′ проекции точек A и B на ось l. Про-
екцией вектора AB на ось l называется число, равное длине вектора A′B′,
заключенного между проекциями начала A и конца B вектора AB, причем
эта длина берется с положительным знаком, если вектор A′B′ имеет то же
направление, что и ось, и с отрицательным знаком, если вектор A′B′ и ось
имеют противоположные направления (рис. 2.18).

Проекция вектора a = AB на ось l обозначается прlAB = прla.
Иногда рассматривают проекцию вектора a на вектор b, подразумевая

под этим проекцию на ось, определяемую вектором b, и обозначают прba.
Проекция вектора — скалярная величина (число).
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Рис. 2.18 Рис. 2.19
Приведем произвольные векторы a и b к общему началу O. Тогда в

качестве угла между векторами a и b может быть любой из двух указанных
на рис. 2.19 углов ϕ1 или ϕ2 (в сумме составляющих 2π). Договоримся в
дальнейшем под углом между двумя векторами понимать тот угол, который

не превосходит π (на рис. 2.19: ϕ = (̂a,b) = ϕ1).
Под углом между вектором и осью будем понимать угол между данным

вектором и ортом оси.
Проекция вектора на ось обладает следующими свойствами.

Свойство 2.3.1. Проекция вектора на ось равна произведению длины
этого вектора на косинус угла ϕ между вектором и осью:

прlAB = |AB|cosϕ. (2.3.1)

Справедливость этого свойства наглядно иллюстрируется рис. 2.20, где ис-
пользовано определение проекции.

A

B

B′ l

ϕ

a

прla = AB′ = |a|cosϕ

A

B

B′ l

ϕ
a

прla = −AB′ = |a|cosϕ

Рис. 2.20

Свойство 2.3.2. Проекция суммы векторов равна алгебраической сумме
проекций

прl(a+b) = прla+прlb. (2.3.2)

Справедливость свойства 2.3.2 иллюстрируется рис. 2.21.
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Рис. 2.21

Свойство 2.3.3. Проекция произведения вектора a на скаляр λ равна
произведению этого же скаляра на проекцию вектора

прl(λa) = λпрla. (2.3.3)

A

B

C

B′ C′ l

Рис. 2.22

В самом деле, обозначим a = AB и
AC = λa) (рис. 2.22). Треугольники ABB′

и ACC′ подобны, значит,
AC

AB
=

AC′

AB′ = λ.

Отсюда прl(λa) = прlAC = AC′ = λAB′ =
= λпрlAB.

Свойства 2.3.2 и 2.3.3, в частности, означают, что линейные операции
над векторамиприводят к соответствующимоперациямнадихпроекциями
(т. е. над числами).

Пусть задано разложение вектора a по декартову базису

a = αi+βj+ γk.

Геометрический смысл коэффициентов разложения α, β и γ даёт следу-
ющая теорема.

Теорема 2.3.1. Координаты α, β и γ разложения вектора a по декарто-
вому базису равны проекциям этого вектора на оси координат

α = прOxa, β = прOya, γ = прOza.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приложим вектор a к началу O декартовой системы
координат и построим параллелепипед, диагональю которого является век-
тор a и грани которого лежат на координатных плоскостях (рис. 2.23).
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Как и при доказательстве теоремы 2.2.5,
получим, чтоa = OA+OB++OC.НоOA ‖
i, значит, OA = αi. Аналогично OB = βj и
OC = γk. Следовательно,

a = αi+βj+ γk,

таким образом α, β и γ — координаты
вектора a в декартовом базисе i, j и k.
Построенный параллелепипед — прямо-
угольный и a — его диагональ. x

y

z

a

O

A

B

C

D

Рис. 23
ОтсюдапроекцииOA,OBиOC вектораaнаосикоординатравныдлинам

этих отрезков, взятым с определенными знаками. Остается убедиться, что
OA = α, OB = β и OC = γ. Ясно, что

|OA| = |αi| = |α| |i| = |α|.
Но и знаки чисел OA и α одинаковы, так как если векторы OA и i одинаково
направлены, то оба эти числа положительны, а если OA и i направлены в
противоположные стороны, то числаOAиαотрицательны (поопределению
проекции вектора на ось). Итак, OA = α. Аналогично OB = β и OC = γ.
Теорема доказана.

Проекции вектора a на оси координат удобно обозначать ax, ay и az.
Итак,

a = axi+ayj+azk = {ax,ay,az}. (2.3.4)
Для вектора a на плоскости Oxy разложение имеет вид

a = axi+ayj = {ax,ay}. (2.3.5)

2.3.1. Длина вектора в координатной форме.

Направляющие косинусы

Рассмотрим прямоугольный параллелепипед с диагональю a (рис. 2.23).
Так как квадрат его диагонали равен сумме квадратов сторон, то из равенств
OA = ax,OB = ay, иOC = az получаем выражение для длины вектора a через
его координаты

|a| =
√

a2
x +a2

y +a2
z . (2.3.6)

Обозначим α, β и γ углы наклона вектора a к осям Ox, Oy и Oz соответ-
ственно. Числа cosα, cosβ и cosγ называются направляющими косинусами
вектора a. Из теоремы 2.3.1 и свойства 2.3.1 проекций получаем формулы:

ax = прOxa = |a|cosα,

ay = прOya = |a|cosβ,

az = прOza = |a|cosγ.

(2.3.7)
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Из формул (2.3.6) и (2.3.7) получаем выражение для направляющих ко-
синусов в координатной форме:

cosα =
ax√

a2
x +a2

y +a2
z

,

cosβ =
ay√

a2
x +a2

y +a2
z

,

cosγ =
az√

a2
x +a2

y +a2
z

.

(2.3.8)

По этим формулам, зная координаты вектора, можно найти его направ-
ляющие косинусы, а значит, и углы его наклона к осям координат, т. е.
направление вектора.

Возводя равенства (2.3.8) в квадрат и складывая их, получим

cos2 α+ cos2 β+ cos2 γ = 1. (2.3.9)

Таким образом, сумма квадратов направляющих косинусов равна еди-
нице. Отсюда, в частности, если известны два угла наклона вектора к двум
осямкоординат,токосинустретьего угланаходится сточностьюдо знака.

ПРИМЕР 2.3.1. Вычислить модуль вектора a = {−3,6,−2}.

РЕШЕНИЕ. По формуле (2.3.6) имеем

|a| =
√

(−3)2 +62 +(−2)2 =
√

49 = 7.

ПРИМЕР 2.3.2. Найти единичный вектор a, параллельный вектору A =
{6,7,−6}.

РЕШЕНИЕ. Искомый вектор либо равен орту A0 вектора A, либо проти-
воположен ему по направлению. Имеем

a = ±A0 = ± A

|A| = ± {6,7,−6}√
62 +72 +(−6)2

=

= ±{6,7,−6}√
121

= ±{ 6

11
,

7

11
,− 6

11
}.

ПРИМЕР 2.3.3. Вычислить направляющие косинусы вектора a = {3,−4}.

РЕШЕНИЕ. Вектор a лежит на плоскости Oxy. Значит, его третья коорди-
ната — проекция на ось Oz равна 0. Поэтому по формулам (2.3.6) и (2.3.8),
в которых az = 0, имеем

|a| =
√

32 +(−4)2 = 5 и cosα =
3

5
, cosβ = −4

5
.
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ПРИМЕР 2.3.4. Может ли вектор составлять с координатными осями
следующие углы:

1) α = 60◦, β = 45◦ и γ = 120◦;
2) α = 60◦, β = 45◦ и γ = 45◦?

РЕШЕНИЕ. 1) cosα = cos60◦ =
1

2
, cosβ = cos45◦ =

√
2

2
, cosγ = cos120◦ =

−1

2
. По формуле (2.3.9) имеем: cos2 α+ cos2 β+ cos2 γ =

1

4
+

1

2
+

1

4
= 1. Зна-

чит, вектор может составлять с осями координат данные углы.

2) cosα = cos60◦ =
1

2
, cosβ = cosγ = cos45◦ =

√
2

2
. Значит, cos2 α +

cos2 β+cos2 γ =
3

2
. Сумма квадратовнаправляющихкосинусовне равна еди-

нице, следовательно, не существует такого вектора, который бы составлял
с осями координат данные углы.

ПРИМЕР 2.3.5. Дан модуль вектора |a| = 2 и углы α = 60◦, β = 45◦ и
γ = 120◦. Найти проекции вектора на оси координат.

По формулам (2.3.7) имеем ax = |a|cosα = 2cos60◦ = 1, ay = |a|cosβ =

2cos45◦ =
√

2, az = |a|cosγ = 2cos120◦ = −1.

2.3.2. Деление отрезка в заданном отношении

Пустьзаданапрямоугольнаядекартовасистемакоординат.Радиус-вектором
точки M называется вектор OM, где O —начало системы координат, и обо-
значается r(M) (рис. 2.24).

x

y

z

O

M(x,y,z)

r(M)

x

y

z

O r(A)

r(B)
A(x1,y1,z1)

B(x2,y2,z2)

Рис. 2.24 Рис. 2.25
Очевидно, координаты радиус-вектора точкиM(x,y,z) равны координа-

там самой точки r(M) = OM = xi+ yj+ zk.
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Пусть даны две точки A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2). Тогда, очевидно, AB =
r(B)− r(A) = (x2i+ y2j+ z2k)− (x1i+ y1j+ z1k) = = (x2 − x1)i+(y2 − y1)j+
(z2 − z1)k. Получили правило: чтобы найти координаты вектора с задан-
ными началом и концом, нужно из координат конца вектора вычесть коор-
динаты его начала.

Отсюда как следствие получаем формулу для расстояния между двумя
точками A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2):

|AB| =
√

(x2 − x1)2 +(y2 − y1)2 +(z2 − z1)2. (2.3.10)

Для точек на плоскости A(x1,y1) и B(x2,y2):

|AB| =
√

(x2 − x1)2 +(y2 − y1)2. (2.3.11)

ПРИМЕР 2.3.6. Даны две точки A(2,1,−3) и B(−1,0,2). Найти коорди-
наты векторов AB и BA.

РЕШЕНИЕ. AB = (−1−2)i+(0−1)j+(2− (−3))k = = −3i− j+5k. BA =
−AB = 3i+ j−5k.

ПРИМЕР 2.3.7. Определить конец B вектора a = {2,1,−3}, если его нача-
ло совпадает с точкой A(0,1,−2).

РЕШЕНИЕ.



xB − xA = 2

yB − yA = 1

zB − zA = −3

=⇒





xB = xA +2 = 2

yB = yA +1 = 1

zB = zA −3 = 5

=⇒ B(2,2,−5).

ПРИМЕР 2.3.8. Проверить, что точки A(2,4,1), B(3,7,5) иC(4,10,9) ле-
жат на одной прямой.

РЕШЕНИЕ. Найдем векторы AB и AC: AB = {1,3,4}, AC = {2,6,8}. Так как
координаты этих векторов пропорциональны:

2

1
=

6

3
=

8

4
, то векторы AB и

AC коллинеарны и, следовательно, точки A, B иC лежат на одной прямой.
Пусть даны две точки A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2). Требуется найти на от-

резке AB точкуC такую, что она делит отрезок AB в заданном отношении λ,

т. е.
AC

CB
= λ (рис. 2.26).

Векторы AC и CB коллинеарны, оди-
наково направлены и |AC| = λ|CB|. Зна-
чит, AC = λCB. Пусть точка C имеет
координаты xC, yC и zC. Тогда AC =
{xC −x1,yC−−y1,zC − z1} и λCB = λ{x2−
xC,y2− −yC,z2 − zC} = {λ(x2 − xC),λ(y2−
−yC),λ(z2 − zC)}.

O

A

B

C

Рис. 2.26
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Имеем систему уравнений для xC, yC и zC:



xC − x1 = λ(x2 − xC)
yC − y1 = λ(y2 − yC)
zC − z1 = λ(z2 − zC)

=⇒





xC(1+λ) = x1 +λx2

yC(1+λ) = y1 +λy2

zC(1+λ) = z1 +λz2

Итак,

xC =
x1 +λx2

1+λ
, yC =

y1 +λy2

1+λ
, zC =

z1 +λz2

1+λ
. (2.3.12)

При λ = 1 имеем AC = CB, т. е. точкаC —середина отрезка AB. Из формулы
(2.3.12) получаем

xC =
x1 + x2

2
, yC =

y1 + y2

2
, zC =

z1 + z2

2
. (2.3.13)

Получаем правило: координаты середины отрезка равны полусумме ко-
ординат его концов.

ПРИМЕР 2.3.9. Найти центр тяжести однородного треугольника с вер-
шинами в точках A(1,4), B(−5,0) иC(−2,−1).

РЕШЕНИЕ. В механике фигура называется однородной, если плотность
распределения массы постоянна. Известно, что центр тяжести однородного
треугольника лежит в точке пересечениямедиан. Пусть точкаM —середина
отрезка AB. По первым двум формулам (2.3.13) имеем

xM =
xA + xB

2
=

1+(−5)

2
= −2, yM =

yA + yB

2
=

4+0

2
= 2.

Итак, точка M(−2,2) найдена. Пусть O — точка пересечения медиан.
Медианы в точке пересечения делятся в отношении 2 : 1, т. е. CO = 2OM.
ОтсюдаCO = 2OM. Переходя к координатам, получим xO−xC = 2{xM −xO}
и yO − yC = 2{yM − yO}. Или

xO =
xC +2xM

2
= −2, yO =

yC +2yM

2
= 1.

Итак, центр тяжести треугольника находится в точке O(−2,1).

§ 2.4. Скалярное произведение векторов

Определение 2.4.1. Скалярным произведением двух векторов называ-
ется произведение длин этих векторов на косинус угла между ними, т. е.

a ·b = |a| · |b| · cos (̂a,b). (2.4.1)

Если один из векторов нулевой, то угол (̂a,b) не определен, и полагаем
по определению 0 ·a = a ·0 = 0.
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Скалярное произведение векторов — это число (скаляр). Оно возникло
в механике, когда, зная перемещение S точки и действующую на неё силу F ,
вычисляют работу этой силы

A = FScosα = F ·S.

Скалярное произведение векторов a и b тесно связано с проекцией одного
из этих векторов на ось, определяемую другим вектором. Поформуле (2.3.1)

(стр. 102) имеем прab = |b|cos (̂a,b). Отсюда и из равенства (2.4.1) получаем
a ·b = |a|прab. (2.4.2)

Меняя в этом равенстве a и b местами, получаем
a ·b = |b|прba.

Отсюда, в свою очередь, следует полезная в дальнейшем формула

прba =
a ·b
|b| . (2.4.3)

2.4.1. Геометрические свойства скалярного

произведения

Свойство 2.4.1. Два вектора ортогональны (перпендику- лярны) тогда
и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю, т.е.

a ⊥ b ⇐⇒ a ·b = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нулевой вектор не имеет направления и, значит, его
можно считать ортогональным любому вектору. Если скалярно перемно-
жаются два ненулевых вектора, то произведение (2.4.1) равно нулю тогда и

только тогда, когда cos (̂a,b) = 0, т. е. (̂a,b) =
π

2
и векторы ортогональны.

Свойство доказано.

Свойство 2.4.2.
̂(a,b) — острый ⇐⇒ a ·b > 0,
̂(a,b) —тупой ⇐⇒ a ·b < 0.

Доказательство следует из определения 2.4.1 скалярного произведения,
свойств косинуса и определения (рис. 2.19) угла между двумя векторами.

Свойство 2.4.3.

cos (̂a,b) =
a ·b

|a| · |b| . (2.4.4)

Свойство 2.4.4.
|a| =

√
a ·a. (2.4.5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, (̂a,a) = 0 и, значит, a ·a = |a|2. Отсюда по-
лучаем требуемое.
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2.4.2. Алгебраические свойства скалярного произведения

Скалярное умножение подчиняется законам умножения чисел.
1) a ·b = b ·a — коммутативность;
2) (a+b) · c = a · c+b · c — дистрибутивность;
3) (α · a) ·b = α · (a ·b) — ассоциативность по отношению к числовому

множителю.
Коммутативностьнепосредственно следует из определения 2.4.1 скаляр-

ного произведения, так как (̂a,b) = (̂b,a). Для доказательства дистрибутив-
ности и ассоциативности воспользуемся свойствами проекций вектора и
формулой (2.4.4):

(a+b) · c = |c|прc(a+b) = |c|(прca+прcb) =

= |c|прca+ |c|прcb = a · c+b · c;

(αa)b = |b|прb(αa) = |b|прb(αa) = |b|αпрba =

= α(|b|прba) = α(a ·a).

ПРИМЕР 2.4.1. Вычислить скалярное произведение a ·b, если a = 3p−2q

и b = p+4q, где |p| = 1

3
, |q| = 2 и (̂p,q) =

π

3
.

РЕШЕНИЕ. Используя алгебраические свойства скалярного произведе-
ния, получаем

a ·b = (3p−2q) · (p+4q) = 3p · (p+4q)−2q · (p+4q) =

= 3p ·p+12p ·q−2q ·p−8q ·q = 3|p||p|cos0+10|p||q|cos
π

3
−

−|q||q|cos0 = 3

(
1

3

)2

+10 · 1

3
·2 · 1

2
−8 ·22 = −85

3
.

ПРИМЕР 2.4.2. Найти проекцию вектора a на вектор b для векторов a и
b из предыдущего примера.

РЕШЕНИЕ. Искомая проекция находится по формуле (2.4.3). Скалярное

произведение a · b = −85

3
. Найдем модуль вектора b. По формуле (2.4.5)

имеем

|b| =
√

b ·b =
√

(p+4q) · (p+4q) =

=

√
|p|2 +8|p| · |q| · cos

π

3
+16|q|2 =

√
601

3
.
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Следовательно, прba =
a ·b
|b| = − 85√

601
.

ПРИМЕР 2.4.3. Зная, что |a|= 2, |b|= 5 и (̂a,b) =
2π

3
, определить, при ка-

ком значении коэффициентаα векторы p = αa+17b и q = 3a−b окажутся
перпендикулярными.

РЕШЕНИЕ. По свойству 2.4.1 скалярного произведения

p ⊥ q ⇐⇒ p ·q = 0.

Отсюда

0 = (αa+17b) · (3a−b) = 3α|a|2 +(51−α) ·a ·b−17 · |b|2 =

= 12α+(51−α)2 ·5
(
−1

2

)
−17 ·25 = 17α−17 ·40.

Значит, α = 40.

2.4.3. Выражение скалярного произведения

в декартовых координатах

Особенно просто скалярное произведение векторов вычисляется, если
эти векторы разложены по декартову прямоугольному базису.

Теорема 2.4.1. Если

a = axi+ayj+azk = {ax;ay;az};

b = bxi+byj+bzk = {bx;by;bz};

то
a ·b = axbx +ayby +azbz. (2.4.6)

т.е. скалярное произведение равно сумме произведений одноименных ко-
ординат.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Базисные векторы попарно ортогональны и имеют
длины, равные единице, значит,

i · j = i ·k = j ·k = 0; i · i = j · j = k ·k = 1.

Используя алгебраические свойства скалярного умножения, получаем

a ·b = axbxi · i+axbyi · j+axbzi ·k+aybxj · i+aybyj · j+aybzj ·k+

+azbzk · i+azbyk · j+azbzk ·k = axbx +ayby +azbz,

что и требовалось доказать.
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Для векторов на плоскости a = axi + ayj и b = bxi + byj формула (2.4.6),
очевидно, принимает вид

a ·b = axbx +ayby.

Из формул (2.4.5) и (2.4.6) получаем известную формулу для длины
вектора

|a| =
√

a ·a =
√

a2
x +a2

y +a2
z .

ПРИМЕР 2.4.4. Найти проекцию вектора b = 10i+2i на вектор b = 5i−
12j.

РЕШЕНИЕ. Искомая проекция может быть найдена по формуле (2.4.3).
Находим скалярное произведение

a ·b = 10 ·5+2 · (−12) = 26,

и модуль вектора b

|b| =
√

52 +(−12)2 = 13.

Отсюда, прba =
a ·b
|b| = 2.

ПРИМЕР 2.4.5. Даны вершины треугольника A(−1,−2,4), B(−4,−2,0) и
C(3,−2,1). Определить угол при вершине B.

РЕШЕНИЕ. По формуле 2.4.3 имеем

cos B̂ = cos ̂(BA,BC) =
BA ·BC

|BA||BC|
.

Но BA = {3,0,4}, BC = {7,0,1}, значит, BA ·BC = 3 · 7 + 4 · 1 = 25, |BA| =
√

32 +42 = 5, |BC|=
√

72 +12 = 5
√

2. Таким образом, cos B̂ =
25

5 ·5
√

2
=

1√
2
.

Отсюда B̂ = 45◦.

§ 2.5. Векторное произведение
двух векторов

2.5.1. Определение векторного произведения

Наряду с умножением двух векторов, приводящим к скаляру, рассмот-
рим еще один тип умножения, в результате которого получается вектор.
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Определение 2.5.1. Векторным произведением вектора a на вектор b

называется вектор c, удовлетворяющий трем условиям:
1) вектор c перпендикулярен плоскости

параллелограмма, построенного на век-
торах a и b т. е. ортогонален векторам a

и b: c ⊥ a и c ⊥ b;
2) длина вектора c равна площади па-

раллелограмма, построенного на векто-
рах a и b, т. е.

|c| = |a||b|sin (̂a,b); (2.5.1)

3) векторы a, b и c, взятые в указан-
ном порядке, образуют правую тройку
(рис. 2.27).

O

x

y

z

a

b

c = a×b

Рис. 2.27

Последнее условие означает, что вектор c можно получить из первого
вектора aи второго вектораbпо известному вфизике правилу «буравчика».
А можно и так: если смотреть из конца третьего вектора c, то поворот
от первого вектора a ко второму вектору b происходит против часовой
стрелки. Если этот поворот происходит по часовой стрелке, то такая тройка
векторов называется левой.

Векторное произведение обозначим c = a×b.
Еще раз подчеркнем: векторное произведение — это вектор.

Свойство 2.5.1. Векторыaиbколлинеарнытогдаитолькотогда, когда
их векторное произведение равно нулю:

a ‖ b ⇐⇒ a×b = 0. (2.5.2)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.Необходимость.Еслиaиbколлинеарны, то sin (̂a,b) =

0и, значит, |a×b|= |a| · |b|sin (̂a,b) = 0. Отсюда и самопроизведение a×b =
0.

Достаточность. Если a× b = 0, то отсюда sin (̂a,b) = 0 и угол (̂a,b)
равен либо нулю, либо π, т. е. векторы a и b коллинеарны. Если один из
сомножителей—нулевой вектор, то он не имеет направления и , как это уже
было отмечено ранее, его можно считать коллинеарным любому вектору.
Свойство доказано.

Следствие 2.5.1. a×a = 0.

Свойство 2.5.2. a×b = −(b× a), т.е. при перемене мест сомножите-
лей a и b векторное произведение меняет знак. Это свойство называют
свойством антикоммутативности векторного произведения.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим c1 = a×b, c2 = b×a. Если векторы a и b

коллинеарны, то в силу (2.5.2) c1 = c2 = 0 и свойство 2.5.2 выполняется.
Пусть векторы a и b не коллинеарны, тогда векторы c1 и c2, во-первых,

имеют одинаковую длину и, во-вторых, коллинеарны (в силу определения
векторного произведения). Значит, либо c1 = c2, либо c1 = −c2. Но равен-
ство c1 = c2 невозможно, так как тройки векторов (a, b, c1) и (b, a, c1) не
могут быть обе правыми (ввиду правила «буравчика»). Свойство доказано.

Свойство 2.5.3.

a× (b+ c) = a×b+a× c. (2.5.3)

Свойство 2.5.4.

α(a×b) = (αa)×b = a× (αb) (2.5.4)

Доказательства свойств 2.5.3 и 2.5.4 сравнительно громоздки и ихможно
найти, например, в [3].

ПРИМЕР 2.5.1. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на

векторах a = m+2n и b = m−3n, где |m| = 5, |n| = 3 и (̂m,n) =
π

6
.

РЕШЕНИЕ. По определению 2.5.1 искомая площадь равна модулю век-
торного произведения S = |a×b|. Векторное произведение a×b находим,
используя свойства 2.5.1–2.5.4:

a×b = (m+2n)× (m−3n) = m×m+2n×m+m× (−3n)+

+2n× (−3n) = 2n×m−3m×m = 2n×m+3n×m = 5n×m.

Значит,

S = 5|n×m| = 5|m||n|sin (̂m,n) = 5 ·5 ·3 · 1

2
= 37,5.

2.5.2. Выражение векторного произведения

в декартовых координатах

Теорема 2.5.1. Если

a = axi+ayj+azk, b = bxi+byj+bzk,

то векторное произведение этих векторов имеет вид

a×b = (aybz −azby)i+(azbx −axbz)j+(axby −aybx)k. (2.5.5)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Составим из базисных векторов i, j, k все возмож-
ные пары и для каждой пары вычислим векторное произведение. При этом
учтем, что базисные векторы попарно ортогональны, имеют единичную
длину и образуют правую тройку.

i× i = 0 i× j = k i×k = −j;

j× i = −k j× j = 0 j×k = i;

k× i = j k× j = −i k×k = 0.
(2.5.6)

Применяя свойства векторного произведения 2.5.1–2.5.4 и формулы (2.5.6),
получаем

a×b = (axi+ayj+azk)× (bxi+byj+bzk) =

= axbxi× i+axbyi× j+axbzi×k+

+aybxj× i+aybyj× j+aybzj×k+

+azbxk× i+azbyk× j+azbzk×k =

= axbyk−axbzj−aybxk+aybzi+azbxj−azbyi.

Приводя подобные члены (при одинаковых векторах), получаем требу-
емую формулу (2.5.5).

ЗАМЕЧАНИЕ 2.5.1. Для запоминания формулу (2.5.5) удобно записать, ис-
пользуя символ определителя

a×b =

∣∣∣∣∣∣

i j k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
(2.5.7)

Раскрывая этот определитель либо по первой строке, либо по «правилу
треугольника», получим разложение (2.5.5).

ПРИМЕР 2.5.2. Найти векторное произведение векторов a = {2,−1,3} и
b = {1,0,−2}.

РЕШЕНИЕ. Раскрывая определитель (2.5.7) по первой строке,получим

a×b =

∣∣∣∣∣∣

i j k

2 −1 3

1 0 −2

∣∣∣∣∣∣
= i ·

∣∣∣∣
−1 3

0 −2

∣∣∣∣− j ·
∣∣∣∣

2 3

1 −2

∣∣∣∣+

+k ·
∣∣∣∣

2 −1

1 0

∣∣∣∣= 2i+7j+k.

ПРИМЕР 2.5.3. Вычислить площадь треугольника с вершинами в точках
A(5,2,6), B(1,2,0) иC(3,0,−3).
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РЕШЕНИЕ. Площадь треугольника ABC равна половине площади парал-
лелограмма ABCD, построенного на векторах AB и AC, приложенных к

точке A. Значит, S△ =
1

2
|AB×AC|. Находим векторы AB = {−4,0,−6} и

AC = {−2,−2,−9}. Далее

AB×AC =

∣∣∣∣∣∣

i j k

−4 0 −6

−2 −2 −9

∣∣∣∣∣∣
= −12i−24j+8k = 4(−3i−6j+2k).

Отсюда

S△ =
1

2
|4(−3i−6j+2k)| = 2

√
(−3)2 +(−6)2 +22 = 14.

ПРИМЕР 2.5.4. Зная две сторонытреугольника AB = 3i−4j и BC = i+5j,
вычислить длину его высотыCD.

РЕШЕНИЕ. Очевидно, высота тре-
угольника ABC равна высоте паралле-
лограмма ABCB′. Из геометрии извест-
но, что площадь параллелограмма S =
|AB||CD|. Из определения векторного
произведения эта же площадь S = |BA×
BC|. A B

C

D

B′

Отсюда получаем, что

|CD| = |BA×BC|
|AB|

.

Но |AB|=
√

32 +(−4)2 = 5. ВекторыABиBC расположенынаплоскости
Oxy, значит, ихпроекциинаосьOzравнынулю.Поформуле (2.5.6) получаем

BA×BC =

∣∣∣∣∣∣

i j k

−3 4 0

1 5 0

∣∣∣∣∣∣
= −19k.

Следовательно, |BA×BC| = |−19k| = 19|k| = 19.

Таким образом, искомая высота равна |CD| = 19

5
.

§ 2.6. Смешанное произведение векторов

2.6.1. Определение смешанного произведения

и его геометрический смысл

Определение 2.6.1. Если векторное произведение двух векторов a и b

умножить скалярно на третий вектор c, то такое произведение трёх век-
торов называется смешанным (или векторно-скалярным) произведением и
обозначается (a×b) · c = c · (a×b).
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Смешанное произведение имеет простой геометрический смысл, как
показывает следующая теорема.

Теорема 2.6.1. Смешанное произведение (a×b) · c равно объему парал-
лелепипеда, построенного на векторах a, b и c, взятому со знаком плюс, если
тройка (a,b,c) правая, и со знаком минус, если тройка (a,b,c) левая. Если
векторы a, b, c компланарны, то смешанное произведение равно нулю.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим три случая.
1. Векторы a и b коллинеарны. Тогда по теореме 2.2.1 (стр. 92) они ли-

нейно зависимы. Отсюда следует, что три вектора a, b и c также линейно
зависимыипо теореме 2.2.3 (стр. 93) они компланарны. В этом случае объем
параллелепипеда, построенного на векторах a, b и c равен нулю. Нам надо
доказать,что и смешанное произведение (a×b) ·c = 0. Но это очевидно, так
как по формуле (2.5.2) a×b = 0 и, значит, (a×b) · c = 0.

2. Векторы a, b и c компланарны и векторы a и b не коллинеарны. Объем
параллелепипеда по-прежнему равен нулю. Покажем, что равно нулю и
смешанное произведение. Вектор c1 = a× b перпендикулярен плоскости
векторов a и b, а значит, и вектору c. Таким образом, c1 ⊥ c. Следовательно
скалярное произведение c1 · c = 0, то есть (a×b) · c = 0.

3. Векторы a,bи cне компланарныиобразуют правую тройку (рис. 2.28).

O A

B

C

D

C1

a

b

c

a×b

O

A

B

C

D

C1

a

b

c

a×b

Рис. 2.28 Рис. 2.29

Векторное произведение a× b это вектор, перпендикулярный основа-
нию OADB параллелепипеда. Значит, высота параллелепипеда равна h =
OC1 — проекции вектора OC на вектор a×b.

Используя выражение скалярного произведения через проекцию, полу-
чим

(a×b) · c = |a×b| ·прa×bc = |a×b|OC1 = SOADBOC1 = V.
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Если векторы a, b и c образуют левую тройку (рис. 2.29), то векторы OC1

и a×b противоположно направлены и прa×bc отрицательна.
Отсюда прa×bc =−h. Следовательно, (a×b) ·c =−V . Теорема доказана.

Следствие 2.6.1. Объем параллелепипеда, построенного на трех векто-
рах, равен модулю смешанного произведения этих векторов

Vпар = |(a×b) · c|.

Следствие 2.6.2. Три вектора компланарнытогда итолькотогда, когда
их смешанное произведение равно нулю.

Отсюда получаем: смешанное произведение произведение векторов a, b и
c не равно нулю тогда и только тогда, когда эти векторы не компланарны,
а, значит, линейно независимы.

Если две тройки векторов либо обе правые, либо обе левые, то говорят,
что эти тройки имеют одинаковую ориентацию. Если одна тройка правая, а
другая левая,то говорят, что эти тройки имеют противоположную ориента-
цию.

Из трех векторов a, b и c можно составить следующие шесть троек

abc ; cab ; bca ; (2.6.1)

bac ; cba ; acb . (2.6.2)

Легко показать, что все тройки (2.6.1) имеют ту же ориентацию, что
и тройка abc, а все тройки (2.6.2) имеют ориентацию противоположную
ориентации тройки abc.

Теорема 2.6.2. Справедливо равенство

(a×b) · c = a · (b× c). (2.6.3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу коммутативности скалярного произведения
a · (b× c) = (b× c) ·a. Надо доказать, что (a×b) · c = = (b× c) ·a. С точно-
стью до знака это равенство очевидно, так как и правая и левая его части
(с точностью до знака) равны объёму параллелепипеда, построенного на
векторах a, b и c (или равны нулю, если эти векторы компланарны). Но и
знаки правой и левой частей доказываемого равенства также совпадают, так
как обе тройки abc и bca относятся к одной группе троек 2.6.1, т. е. имеют
одинаковую ориентацию. Теорема доказана.

Равенство (2.6.3) позволяет записывать смешанное произведение в ви-
де a · b · c = abc, не указывая, какие именно два вектора (первые два или
последние два) перемножаются векторно.
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2.6.2. Выражение смешанного произведения

в декартовых координатах

Пусть векторы заданы разложениями по декартовому базису

a = axi+ayj+azk ;b = bxi+byj+bzk ;c = cxi+ cyj+ czk .

По формулам (2.5.7) (стр. 115) и (2.4.6) (стр. 111) получаем, используя
определители

a ·b · c = a · (b× c) = (axi+ayj+azk) ·

∣∣∣∣∣∣

i j k

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
=

= (axi+ayj+azk) ·
(

i

∣∣∣∣
by bz

cy cz

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣
bx bz

cx cz

∣∣∣∣+k

∣∣∣∣
bx by

cx cy

∣∣∣∣
)

=

=

(
ax

∣∣∣∣
by bz

cy cz

∣∣∣∣−ay

∣∣∣∣
bx bz

cx cz

∣∣∣∣+az

∣∣∣∣
bx by

cx cy

∣∣∣∣
)

=

∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
.

Итак, получили формулу для вычисления смешанного произведения в
декартовых координатах:

a ·b · c =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
. (2.6.4)

Следствие 2.6.3. Векторы компланарны тогда и только тогда, когда
равен нулю определитель, составленный из координат этих векторов, т. е.∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
= 0.

ПРИМЕР 2.6.1. Показать, что векторы a = 2i− j + 3k, b = i + 4j + 2k и
c = 3i+ j−k образуют базис.

РЕШЕНИЕ. Три вектора образуют базис в пространстве, если они неком-
планарны, т. е. смешанное произведение этих векторов не равно нулю.

a ·b · c =

∣∣∣∣∣∣

2 −1 3

1 4 2

3 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣
4 2

1 −1

∣∣∣∣− (−1)

∣∣∣∣
1 2

3 −1

∣∣∣∣+

+3

∣∣∣∣
1 4

3 1

∣∣∣∣= −52 6= 0.

Таким образом, векторы a, b и c образуют базис.
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ПРИМЕР 2.6.2. Показать,чточетыреточкиA(−1,2,1),B(1,2,−1),C(0,1,5)
и D(2,1,3) лежат в одной плоскости.

РЕШЕНИЕ. Эти точки лежат в одной плоскости, если векторы AB, AC и
AD лежат в этой плоскости, т. е. компланарны. Находим эти векторы AB =
{2,0,−2}, AC = {1,−1,4} и AD = {3,−1,2}. Их смешанное произведение

AB ·AC ·AD =

∣∣∣∣∣∣

2 0 −2

1 −1 4

3 −1 2

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Смешанное произведение равно нулю, значит, векторы компланарны, а точ-
ки лежат в одной плоскости.

ПРИМЕР 2.6.3. Даны вершины пирамиды A(−1,0,2), B(2,1,0),C(−5,0,5)
и D(0,5,1). Найти длину ее высоты, опущенной из вершины D.

РЕШЕНИЕ. Высота пирамиды равна
высоте параллелепипеда, построенного
на векторах AB, AC и AD, как на смежных
ребрах. Из геометрии известно, что объ-
ем параллелепипеда равен произведению
площади основания параллелепипеда на
его высоту:V = SH .

A B

C

D

H

Рис. 2.30
С другой стороны, его объем равен модулю смешанного произведения

векторов AB, AC и AD, а площадь основания — модулю векторного произ-
ведения векторов AB и AC.

Отсюда |AB ·AC ·AD| = |AB×AC| ·H , или

H =
|AB ·AC ·AD|
|AB×AC|

.

Находим векторы

AB = {3,1,−2}, AC = {−4,0,3}, AD = {1,5,−1}.
Вычисляем векторное произведение и его модуль

AB×AC =

∣∣∣∣∣∣

i j k

3 1 −2

−4 0 3

∣∣∣∣∣∣
= 3i− j+4k ; |AB×AC| =

√
26.

Для вычисления смешанного произведения нет необходимости вычислять
ещеодинопределитель, прощенайденноевекторноепроизведение скалярно
умножить на вектор AD

(AB×AC) ·AD = (3i− j+4k)(i+5j−k) = −6.
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Таким образом,

H =
|AB ·AC ·AD|
|AB×AC|

=
6√
26

.
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Глава 3.

Аналитическая геометрия

§ 3.1. Уравнение линии на плоскости.
Полярная система координат.
Уравнение поверхности и линии
в пространстве

Пусть на плоскости задана декартова прямоугольная система коорди-
нат. Если указано правило, по которому каждой точке M(x,y) плоскости
(или какой-нибудь части плоскости) сопоставляется некоторое число z, то
говорят, что на плоскости (или на части плоскости) задана функция двух
переменных z = f (x,y).

Предположим, что на плоскости задана линия L. Уравнение F(x,y) = 0

называется уравнением линии L (в заданной системе координат), если этому
уравнениюудовлетворяюткоординатыxиyлюбойточки,лежащейналинии
L, и не удовлетворяют координаты x и y любой точки, не лежащей на линии
L.

Саму линию L называют геометрическим местом точек, координаты
которых удовлетворяют уравнению F(x,y) = 0.

В дальнейшем вместо выражения «дано уравнение линии F(x,y) = 0»
кратко будем говорить: «дана линия F(x,y) = 0».

Для аналитического представления линии L часто бывает удобно выра-
жать координаты x и y точек этой линии при помощи третьей вспомога-
тельной переменной (или параметра) t{

x = ϕ(t),
y = ψ(t).

Если из этих равенств можно исключить параметр t, то получим уравнение
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линии в виде F(x,y) = 0. Например, уравнение окружности радиуса R с
центром в начале координат имеет вид: x2 + y2 = R2.

O x

y

t

M(x,y)

Рис. 3.1

Пусть M(x,y) — произвольная точ-
ка на этой окружности (рис. 3.1). Если
ввести параметр t — угол между радиус-
вектором OM и положительной полу-
осью Ox, то параметрические уравнения
окружности имеют вид{

x = Rcos t,
y = Rsin t.

Параметр t может принимать любые значения, но для того чтобы точ-
ка M один раз обошла окружность, следует ограничить область изменения
параметра t: 0 6 t < 2π. Отметим, что для исключения параметра t из урав-
нений x = Rcos t, y = Rsin t достаточно возвести в квадрат и сложить эти
уравнения

x2 + y2 = R2 cos2 t +R2 sin2 t = R2(cos2 t + sin2 t) = R2.

Получили уравнение окружности: x2 + y2 = R2.
Вид уравнения линии зависит не только от вида самой линии, но и от

выбора системы координат. Уравнение линии меняется как при переходе
от одной декартовой системы координат к другой, так и при переходе от
декартовыхккаким-нибудьдругимкоординатам, в отличиеотизображения
линии.

3.1.1. Полярная система координат

В математике и ее приложениях часто применяется полярная система
координат.

Полярная система координат определяется заданием:
1) некоторой точки O, называемой полюсом,
2) луча OA, исходящего из этой точки, называемого полярной осью и
3) масштаба (единицы длины) на этой оси.
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Полярными координатами точки M

называются два числа ρ = OM — рассто-

яние от точки M до полюса O и ϕ = ÂOM

(рис.3.2). Число ρ называется полярным
радиусом, число ϕ — полярным углом точ-
ки M. Угол ϕ при этом
следует

O A

ϕ

1

M(x,y)

ρ

Рис. 3.2
понимать так, как принято в тригонометрии: углы, отсчитываемые от по-
лярной оси против часовой стрелки, считаются положительными, а углы,
отсчитываемые по часовой стрелке — отрицательными. Полярный угол ϕ
имеет бесконечно много возможных значений для заданной точки M (они
отличаются друг от друга на полные обороты ±2πn, где n — натуральное
число).

Точку M с полярными координатами ρ и ϕ обозначают M(ρ,ϕ). Для
точки M, совпадающей с полюсом, полярный угол не определён, полярный
радиус полюса равен нулю.

Для того чтобы соответствие между точками плоскости, отличными от
полюса, и парами чисел (ρ,ϕ) было взаимно однозначным, обычно прини-
мают, что ρ и ϕ изменяются в следующих границах:

0 6 ρ < +∞, 0 6 ϕ < 2π.

В случае одновременного рассмотре-
ния декартовой и полярной систем коор-
динат обычно полюс совмещают с нача-
лом декартовой системы координат, а по-
лярную ось— с положительной полуосью
абсцисс (рис. 3.3). Пусть точка M имеет
декартовы координаты x и y и полярные
координаты ρ и ϕ.

O x x

y

y

ϕ

ρ
M(x,y)

Рис. 3.3
Очевидно, {

x = ρcosϕ,
y = ρsinϕ.

(3.1.1)

Если уравнение линии L в декартовой системе координат имеет вид
F(x,y) = 0, то для получения уравнения этой линии в полярной системе
координат достаточно заменить x и y по формулам (3.1.1). Например, урав-
нение окружности x2 + y2 = R2 в полярной системе имеет вид (ρcosϕ)2 +
(ρsinϕ)2 = R2 или ρ = R, что, впрочем, очевидно и без вычислений.

Из рис. 3.3 видно, что

ρ =
√

x2 + y2, tgϕ =
y

x
. (3.1.2)

По этим формулам можно перейти от полярного уравнения линии к
ее декартовому уравнению. Пусть, например, линия в полярной системе
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координат имеет видρ =
1

1+ sinϕ
. Отсюдаρ+ρsinϕ = 1, или

√
x2 + y2 +y =

1. Перенося y вправо, возведя в квадрат и упростив, получим y = −x2

2
+

1

2
.

Это — парабола.

3.1.2. Уравнение поверхности в пространстве.

Цилиндрические поверхности

Пусть задана декартова прямоугольная система координат Oxyz в про-
странстве и некоторая поверхность S. Говорят, что уравнение F(x,y,z) = 0

является уравнениемповерхностиS, есликоординатылюбойточкиM(x,yz),
лежащей на поверхности S, удовлетворяют этому уравнению и не удовле-
творяют координаты ни одной точки, не лежащей на данной поверхности.

Пусть, например, S — сфера радиуса R с центром в точке M0(a,b,c).
Все точки сферы одинаково удалены от центра, значит, произвольная точка
M(x,y,z) лежит на сфере S тогда и только тогда, когда |M0M| = R. Отсюда
|M0M|2 = R2 и, значит, уравнение такой сферы имеет вид:

(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = R2.

Отметим, что в уравненииповерхностиF(x,y,z) = 0не обязательнопри-
сутствуют все три переменные x, y и z; требуется лишь, чтобы координаты
точек поверхности обращали уравнение поверхности в верное числовое
равенство. Рассмотрим, например, уравнение F(x,y) = 0 и пусть оно опре-
деляет кривую L на плоскости Oxy.

Если M0(x0,y0) — точка на этой кри-
вой, т. е. F(x0,y0) = 0, то все точки
M(x0,y0,z), где z — произвольно, также
удовлетворяют уравнению F(x,y) = 0. Но
точки M(x0,y0,z) с двумя фиксирован-
ными первыми координатами, очевид-
но, лежат на прямой, проходящей через
M0(x0,y0) параллельно оси Oz (рис. 3.4).

O

x

y

z

M(x0,y0)

M(x0,y0,z)

Рис. 3.4
Следовательно, поверхность заданная уравнением F(x,y) = 0 может

быть получена движением прямой, параллельной оси Oz, вдоль кривой L.
Аналогично выглядят поверхности, заданные уравнениями F(x,z) = 0 и
F(y,z) = 0.

Такие поверхности называются цилиндрическими и кривая L называется
направляющей цилиндра.
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3.1.3. Уравнение линии в пространстве

Линию в пространстве можно рассматривать как пересечение двух по-
верхностей. ЕслиF1(x,y,z) = 0 иF2(x,y,z) = 0 уравнения этих поверхностей,
то системе уравнений {

F1(x,y,z) = 0,
F2(x,y,z) = 0,

должны удовлетворять точки, лежащие как на одной, так и на другой по-
верхности, т. е. точки, лежащие на линии L их пересечения.

Как и для случая плоской линии, возможно параметрическое задание
линии L в пространстве. При этом координаты x, y и z любой точки линии
L задаются как функции некоторого параметра t




x = x(t);
y = y(t);
z = z(t).

Например, уравнения x = Rcos t, y = Rsin t, z =
a

2π
t задают винтовую

линию, лежащую на цилиндре x2 + y2 = R2 и имеющую шаг винта, равный
a. Рекомендуем читателю построить эту линию.

§ 3.2. Прямая на плоскости

3.2.1. Уравнение прямой с угловым

коэффициентом.

Касательная и нормаль к кривой

Изшкольного курса математики известно уравнение прямой, разрешен-
ное относительно ординаты y

y = kx+b. (3.2.1)

O

x

y

b

ϕ1
ϕ2

y =
k
1 x+

b
1

y
=

k 2
x
+

b 2

Рис. 3.5

Параметр k характеризует направле-
ние прямой и называется угловым коэф-
фициентом. В случае прямоугольной де-
картовой системы координат угловой ко-
эффициент k = tgϕ, где ϕ — угол, обра-
зованный прямой с положительным на-
правлением оси Ox. Свободный член b в
уравнении (3.2.1) равен величине отрез-
ка, отсекаемого прямой на оси ординат,
считая от начала координат (рис. 3.5).
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Используя свойства тангенса, получаем, что две прямые, заданные урав-
нениями L1 : y = k1x+b1 и L2 : y2 = k2x+b2:

1) параллельны, если их угловые коэффициенты равны, т. е. k1 = k2;

2) перпендикулярны, если 1+ k1k2 = 0 или k2 = − 1

k1
.

В самом деле, докажем, например, утверждение 2. Если L1 ⊥ L2, то ϕ2 −
ϕ1 =

π

2
. Отсюда

tgϕ2 = tg
(π

2
+ϕ1

)
= −ctgϕ1 = − 1

tgϕ1
⇒ k2 = − 1

k1
.

Прямая, проходящая через точку M0(x0,y0) и имеющая угловой коэф-
фициент k, изображается уравнением

y− y0 = k(x− x0). (3.2.2)

Действительно, так как прямая проходит через точкуM0(x0,y0), то коор-
динаты этой точки удовлетворяют уравнению (3.2.1): y0 = kx0 +b. Вычитая
это равенство из уравнения (3.2.1), получим уравнение (3.2.2).

Уравнение (3.2.2) удобно использо-
вать для получения уравнения касатель-
ной к графику функции y = f (x) в задан-
ной точке M0(x0,y0), лежащей на кривой
(рис. 3.6).
Из геометрического смысла производ-

ной f ′(x0) — это именно тангенс угла на-
клона касательной в точкеM0. Отсюда по-
лучаем уравнение касательной:

O

x

y

ϕ

M(x0,y0)

y = f (x)

Рис. 3.6
y− y0 = f ′(x0)(x− x0). (3.2.3)

Нормальюккривойназываетсяпрямая,проходящаячерезточкуM0(x0,y0),
перпендикулярно касательной. Если k = f ′(x0)—угловой коэффициент ка-

сательной, то угловой коэффициент нормали равен −1

k
= − 1

f ′(x0)
. Следо-

вательно, уравнение нормали имеет вид

y− y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0). (3.2.4)

3.2.2. Общее и каноническое уравнения прямой

Если прямая перпендикулярна оси Ox, то её невозможно задать урав-
нением y = kx + b, так как tg90◦ не существует. Такие прямые задаются
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уравнением x = a, где a —константа. Но при решении задачи зачастую (на-
пример, найти уравнение высоты в некотором треугольнике с заданными
вершинами) заранее не известен угол наклона прямой к оси Ox и мы будем
искать уравнение прямой в виде y = kx + b, тогда как такого уравнения в
данном случае может не существовать.

Как можно задать прямую на плоскости? Прямая L однозначно опреде-
ляется заданием какой-либо точки M0(x0,y0), через которую она проходит,
и направлением. Направление можно задать вектором, который:

A) перпендикулярен данной прямой (рис.36);
B) параллелен данной прямой (рис.37).

O

x

y

L

M0

M(x,y)
n = {a,b}

Рис. 3.7

O

x

y

L

M0

M(x,y)

s = {l,m}

Рис. 3.8

Получим уравнения прямых в каждом из этих случаев.
A. Общее уравнение прямой на плоскости.
Возьмемпроизвольную точкуM(x,y)на плоскости.Очевидно, чтоM ∈ L

тогда и только тогда, когда M0M ⊥ n. Используя условие ортогональности
двух векторов (равенство нулю их скалярного произведения), будем иметь
M0M ·n = 0.НоM0M = {x−x0,y−y0}иn = {a,b}. Следовательно, уравнение
прямой имеет вид

a(x− x0)+b(y− y0) = 0. (3.2.5)

Вектор n = {a,b} называется нормальным вектором или вектором нормали
к прямой. Уравнение (3.2.5) — это уравнение прямой, проходящей через
заданную точку с заданным вектором нормали.

Раскрывая в уравнении (3.2.5) скобки и обозначая

−ax0 −by0 = c,

это уравнение можно записать в виде

ax+by+ c = 0. (3.2.6)

Уравнение (3.2.6) называется общим уравнением прямой.
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Прирешениизадачпростонеобходимопомнить, чтовобщемуравнении
прямой коэффициенты при переменных x и y задают вектор нормали, т. е.
вектор, перпендикулярный этой прямой. Например, если прямая задана
уравнением 2x − 3y = 4, то вектор n = {2,−3} перпендикулярен данной
прямой.

ПРИМЕР 3.2.1. ДанывершинытреугольникаA(−2,1),B(1,3)иC(−3,−2).
Написать уравнение высоты, опущенной из вершины A на сторону BC.

РЕШЕНИЕ. Высота перпендикулярна в основанию. Значит нормальюкис-
комой прямой может служить вектор BC = {−4,−5}. Используя уравнение
(3.2.5), получаем

−4(x+2)−5(y−1) = 0.

Упрощая, получаем уравнение высоты

4x+5y+3 = 0.

ПРИМЕР 3.2.2. Прикаком значениипараметраaпрямые3ax−8y+13 = 0

и (a+1)x−2ay−21 = 0 параллельны?

РЕШЕНИЕ. Прямые параллельны, если их нормали n1 = {3a,−8} и n2 =
{a + 1,−2a} параллельны. Используя условие (2.2.7) коллинеарности двух
векторов, получаем

3a

a+1
=

−8

−2a
.

Отсюда 3a2 −4a−4 = 0. Решая это уравнение, получим a1 = 2 и a2 = −2

3
.

ПРИМЕР 3.2.3. При каком значении параметра a прямые (3a+2)x+(1−
4a)y+8 = 0 и 2x−3y+7 = 0 будут перпендикулярны друг другу?

РЕШЕНИЕ. Прямые перпендикулярны, если их нормали n1 = {3a+2,1−
4a} и n2 = {2,−3} будут также перпендикулярны, значит, скалярное про-
изведение n1 ·n2 = 0. Отсюда

2(3a+2)−3(1−4a) = 0 или a = −1

6
.

B. Каноническое уравнение прямой на плоскости.
Получим уравнение прямой, проходящей через точку M0(x0,y0) парал-

лельно вектору s = {l,m} (рис. 3.8). Возьмем произвольную точку M(x,y)
на плоскости. Очевидно, что точка M ∈ L тогда и только тогда, когда векто-
ры M0M и s коллинеарны. Используя условие (2.2.7) коллинеарности двух
векторов, будем иметь

x− x0

l
=

y− y0

m
. (3.2.7)
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Уравнение (3.2.7) называется каноническим уравнением прямой на плос-
кости. Вектор s = {l,m} называется направляющим вектором прямой.

Итак, в каноническое уравнение прямой входят координаты вектора
ей параллельного (направляющего вектора прямой). Например, если пря-

мая задана уравнением
x−1

2
=

y+3

−4
, то эта прямая проходит через точку

M0(1,−3) параллельно вектору s = {2,−4}.
Заметим, что в уравнении (3.2.7) один из знаменателей l или m может

оказаться равным нулю (оба эти числа быть равными нулю не могут, так как

вектор s = {l,m} ненулевой). Договоримся всякую пропорцию
a

b
=

c

d
пони-

мать как равенство ad = bc. Иначе говоря, равенство нулю знаменателя —
это обращение в нуль соответствующего числителя (рис. 3.9).

O

L

x

y

s = {0,m}

x0

x− x0

0
=

y− y0

l
=⇒ x = x0

O
L

x

y

s = {l,0}
y0

x− x0

l
=

y− y0

0
=⇒ y = y0

Рис. 3.9
При решении задач следует помнить, что если уравнение прямой запи-

сано в каноническойформе (3.2.7), то числа, стоящие в знаменателях, задают
направляющий вектор прямой.

ПРИМЕР 3.2.4. Найтиуравнениепрямой,проходящейчерезточкуA(3,−2)
перпендикулярно прямой 4x−5y+1 = 0.

РЕШЕНИЕ. Направляющим вектором искомой прямой может служить

вектор нормали n = {4,−5} данной прямой:
x−3

4
= =

y+2

−5
— искомое

уравнение.
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3.2.3. Уравнение прямой, проходящей через две

данные точки.

Параметрические уравнения прямой

Пусть даны две точки M1(x1,y1) и M2(x2,y2) и требуется составить урав-
нение прямой, проходящей через них.

В качестве направляющего вектора этой прямой можно взять вектор
M1M2 = {x2 − x1,y2 − y1}. Используя (3.2.7), получим

x− x1

x2 − x1
=

y− y1

y2 − y1
. (3.2.8)

Это — уравнение прямой, проходящей через две заданные точки.
Параметрические уравнения прямой легко получаются из каноническо-

го уравнения (3.2.7), если приравнять обе дроби в этом уравнении к пара-
метру t:

x− x0

l
=

y− y0

m
= t.

Отсюда {
x = x0 + lt,
y = y0 +mt.

(3.2.9)

Если параметр t изменять от−∞ до +∞, то найденная из системы (3.2.9)
пара чисел (x,y) будет определять точкуM(x,y), пробегающую всю прямую.

ПРИМЕР 3.2.5. Втреугольнике свершинамиA1(−1,2),A2(2,6)иA3(4,−10)
составить уравнения медианы A1M, высоты A1H и биссектрисы A1B.

РЕШЕНИЕ. 1) A1M —медиана, значит, точка M делит отрезок A2A3 попо-

лам. По формулам (2.3.13) имеем xM =
2+4

2
= 3, yM =

6−10

2
= −2. Итак,

точка M(3,−2) найдена. Используя (3.2.8), запишем уравнение медианы

A1M :
x+1

3+1
=

y−2

−2−2
. Отсюда, упрощая, x+y−1 = 0 —искомое уравнение

медианы.
2) Высота A1H перпендикулярна основанию A2A3, значит, нормальным

вектором к этой высоте может служить вектор A2A3 = {2,−16}. Исполь-
зуя (3.2.5), получаем 2(x + 1)− 16(y− 2) = = 0. Отсюда x− 8y + 17 = 0 —
уравнение искомой высоты.

3) Для нахождения уравнения биссектрисы A1B достаточно найти на-
правляющий вектор этой прямой, в качестве которого можно взять s =

A1A◦
2 + A1A◦

3 (см. пример 2.1.4), где A1A◦
2 = =

A1A2

|A1A2|
— орт вектора A1A2 и

A1A◦
3 =

A1A3

|A1A3|
— орт вектора A1A3.

131



Найдем эти орты:

A1A2 = {3,4}, |A1A2| =
√

32 +42 = 5, A1A◦
2 =

{
3

5
,

4

5

}
;

A1A3 = {5,−12}, |A1A3| = 13, A1A◦
3 =

{
5

13
,−12

13

}
.

Следовательно, направляющий вектор биссектрисы равен

s =

{
3

5
,

4

5

}
+

{
5

13
,−12

13

}
=

{
64

65
,− 8

65

}
.

Заметим, впрочем, чтодлинанаправляющеговекторанеимеет значения,

поэтому можно взять вектор s1 =
65

8
s = {8,−1} в качестве направляюще-

го. Но это лишь упрощение промежуточных вычислений и не более того.
Используя формулу (3.2.7), получаем уравнение искомой биссектрисы A1B:
x+1

8
=

y−2

−1
. Или x+8y−15 = 0.

ПРИМЕР 3.2.6. Найти расстояние точки A(4,−2) от прямой 8x−15y−
11 = 0.

РЕШЕНИЕ. Найдeм уравнение прямой, проходящей через точку A пер-

пендикулярно данной прямой (см. пример 3.2.4):
x−4

8
= =

y+2

−15
или 15x+

8y−44 = 0. Решая совместно уравнения обеих прямых,{
8x−15y−11 = 0,

15x+ 8y−44 = 0.

находим точку B(
44

17
,

11

17
) их пересечения.

Расстояние от точки A до прямой находим по формуле (2.3.10)

d = AB =

√(
4− 44

17

)2

+

(
−2− 11

17

)2

= 3.
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Отметим, что эту задачу можно ре-
шать векторным способом. Для этого бе-
рем на прямой две произвольные точки
M1 и M2 (рис. 3.10) Их можно найти, ес-
ли в уравнении прямой 8x−15y−11 = 0

придать переменной y два различных зна-
чения и получить соответствующие зна-
чения переменной x.
И тогда искомое расстояние равно вы-

соте AB в треугольнике AM1M2. Следова-
тельно(см. пример 2.5.4),

A

B

M1

M2

Рис. 3.10

AB =
|AM1 ×AM2|

|M1M2|
.

Наконец, нетрудно доказать, что расстояние точки A(x0,y0) от прямой
ax+by+ c = 0 может быть найдено по формуле

d =
|ax0 +by0 + c|√

a2 +b2
. (3.2.10)

По этой формуле решение получается совсем коротким. Но вопрос: сто-
ит лиискать или запоминать лишнююформулудля решения весьма частной
задачи? Во многих учебниках кроме выведенных нами уравнений прямой (с
угловым коэффициентом, общего, канонического, параметрических, через
две точки), приводятся и другие уравнения (в отрезках, нормальное, пучка
прямых), которые позволяют существенно упростить решение конкретных
задач. Но мы вопросы оптимальности оставим в стороне.

3.2.4. Угол между двумя прямыми.

Условие перпендикулярности и

параллельности прямых

Пусть даны две прямые L1 : a1x + b1y + c1 = 0 и L2 : a2x + b2y + c2 = 0.
Очевидно, что угол между прямыми совпадает с углом между их норма-
лями n1 = {a1,b1} и n2 = {a2,b2}. Следовательно, используя формулу для
вычисления скалярного произведения в декартовых координатах, получаем

cos ̂(L1,L2) = cos ̂(n1,n2) =
n1 ·n2

|n1||n2|
=

=
a1a2 +b1b2√

a2
1 +b2

1

√
a2

2 +b2
2

. (3.2.11)
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Прямые перпендикулярны, если ̂(n1,n2) =
π

2
т. е. cos ̂(n1,n2) = 0. Отсюда

получаем условие перпендикулярности двух прямых
L1 ⊥ L2 ⇐⇒ a1a2 +b1b2 = 0. (3.2.12)

Прямыепараллельны,еслиихнормаликоллинеарны.Отсюдаполучаемусло-
вие параллельности прямых

L1 ‖ L2 ⇐⇒ a1

a2
=

b1

b2
. (3.2.13)

Пусть прямые заданы каноническими уравнениями

L1 :
x− x1

l1
=

y− y1

m1
, L2 :

x− x2

l2
=

y− y2

m2
.

Угол между этими прямыми, очевидно, совпадает с углом между направля-
ющими векторами s1 = {l1,m1} и s2 = {l2,m2}. Значит, угол между двумя
прямыми, заданными каноническими уравнениями, находится по формуле

cos ̂(L1,L2) = cos (̂s1,s2) =
s1 · s2

|s1||s2|
=

=
l1l2 +m1m2√

l2
1 +m2

1

√
l2
2 +m2

2

. (3.2.14)

Условие перпендикулярности прямых
L1 ⊥ L2 ⇐⇒ l1l2 +m1m2 = 0. (3.2.15)

Условие параллельности прямых

L1 ‖ L2 ⇐⇒ l1

l2
=

m1

m2
. (3.2.16)

В заключение еще раз заметим, что применение методов векторной ал-
гебры эффективно при решении задач о прямых на плоскости. При этом
обязательно следует помнить, что в общемуравнениипрямой ax+by+c = 0

векторn = {a,b} это вектор нормали к прямой, а в каноническом уравнении

L:
x− x0

l
=

y− y0

m
вектор s = {l,m}— это направляющий вектор прямой. И

тогда нет никакой необходимости запоминать множество приведенных вы-
ше формул; все они (как и большинство векторных соотношений в механи-
ке, физике, технических дисциплинах) это последовательное и сознательное
применение свойств векторных операций.

§ 3.3. Плоскость

3.3.1. Общее уравнение плоскости

ПлоскостьPоднозначноопределяетсязаданиемкакой-либоточкиM0(x0,y0,z0),
через которую она проходит и вектором n = {A,B,C} 6= 0, перпендикуляр-
нымэтойплоскости (рис. 3.11). Векторnназывается векторомнормали (или
нормальным вектором) к плоскости.
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Возьмем произвольную точку
M(x,y,z) в пространстве. Очевидно, что
точка M лежит на плоскости P тогда и
только тогда, когда вектор M0M ⊥ n, т. е.
скалярное произведение M0M ·n = 0.
Так как M0M = {x− x0,y− y0,z− −z0},

то предыдущее равенство равносильно
уравнению

P

n = {A,B,C}

M0

M

Рис. 3.11
A(x− x0)+B(y− y0)+C(z− z0) = 0. (3.3.1)

ЭтоуравнениеопределяетплоскостьP, проходящуючерезточкуM0(x0,y0,z0)
и перпендикулярную вектору n = {A,B,C}.

Раскрывая в уравнении (3.3.1) скобки и обозначая

−Ax0 −By0 −Cz0 = D

получаем
Ax+By+Cz+D = 0. (3.3.2)

Уравнение (3.3.2) называется общим уравнением плоскости.
Итак, всякая плоскость задается в декартовой прямоугольной системе

координат линейным уравнением (3.3.2). Легко показать и обратное: всякое
линейное уравнение Ax+By+Cz+D = 0 задает некоторую плоскость.

В самом деле, пусть x0, y0, z0 — какое-либо решение уравнения (3.3.2).
Тогда, подставляя эти числа в уравнение, будем иметь Ax0 +By0 +Cz0 +D =
0. Вычитая это равенство из уравнения (3.3.2), получим

A(x− x0)+B(y− y0)+C(z− z0) = 0.

Это означает, что вектор M0M = {x− x0,y− y0,z− z0} ортогонален вектору
n = {A,B,C}. Значит, все точкиM(x,y,z)плоскости, проходящейчерез точку
M0(x0,y0,z0) перпендикулярно вектору n (и только они), удовлетворяют
уравнению (3.3.2).

При решении задач важно помнить, что числа A, B и C, стоящие при
переменных x, y и z —это координаты вектора нормали— вектора, перпен-
дикулярного плоскости.

3.3.2. Неполные уравнения плоскости

Если в уравнении (3.3.2) отсутствует свободный член, то плоскость Ax+
By +Cz = 0 проходит через начало координат, так как координаты точки
O(0,0,0) удовлетворяют этому уравнению.

Так как вектор n = {A,B,C} ненулевой, то хотя бы одно из чисел A, B

или C отлично от нуля. Пусть в уравнении (3.3.2) отсутствует член с одной
из координат, например уравнение имеет вид Ax+By+D = 0. Нормальным
вектором к такой плоскости будет вектор n = {A,B,0}. Он имеет проекцию
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на ось Oz, равную нулю, то есть ортогонален этой оси. А это означает, что
сама плоскость параллельна этой оси. Аналогично, плоскость Ax+Cz+D =
0 параллельна оси Oy и плоскость By +Cz + D = 0 параллельна оси Ox.
Впрочем, всё сказанное следует из п 3.1.3: уравнение Ax+By+D = 0 можно
рассматриватькакуравнениецилиндрическойповерхности, направляющей
которой является прямая Ax+By+D = 0.

Пусть в уравнении (3.3.2) отсутствуют члены с двумя координатами,
например, уравнение имеет вид Ax + D = 0. Это означает, что вектор n =
{A,B,C} ортогонален как оси Oy, так и оси Oz, то есть ортогонален коорди-
натнойплоскостиOyz. Следовательно, самаплоскостьAx+D = 0параллель-
на этой координатной плоскости, т. е. перпендикулярна оси Ox. Уравнение

этой плоскости можно записать в виде x = −D

A
. Аналогично, плоскости

By+D = 0 иCz+D = 0 перпендикулярны осям Oy и Oz соответственно.

ПРИМЕР 3.3.1. Даны две точки A(1,3,−2) и B(3,−5,4). Через точку A

провести плоскость, перпендикулярную отрезку AB.

РЕШЕНИЕ. В качестве нормали к искомой плоскости можно взять вектор
n = AB = {2,−8,6}. Используя уравнение (3.3.1), получаем 2(x−1)−8(y−
3)+6(z+2) = 0, или x−4y+3z+17 = 0 — искомая плоскость.

ПРИМЕР 3.3.2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точ-
ку A(−2,7,3) параллельно плоскости x−4y+5z−1 = 0.

РЕШЕНИЕ. В качестве векторанормаликискомойплоскостиможновзять
вектор нормали n = {1,−4,5} к данной плоскости. Значит, искомая плос-
кость имеет вид 1(x+2)−4(y−7)+5(z−3) = 0. Или x−4y+5z+15 = 0.

ПРИМЕР 3.3.3. Составить уравнение плоскости, проходящей через три
точки A(1,1,0), B(3,0,5) иC(4,1,2).

РЕШЕНИЕ. В качестве вектора нормали можно взять вектор n = AB×AC

по свойству векторного произведения он ортогонален векторам AB и AC, а
значит, и искомой плоскости.

n = {2,−1,5}×{3,0,2} =

∣∣∣∣∣∣

i j k

2 −1 5

3 0 2

∣∣∣∣∣∣
= −2i+11j+3k.

Из уравнения (3.3.1) получаем −2(x−1)+ 11(y−1)+ 3(z−0) = 0. Или
2x−11y−3z+9 = 0.

Заметим, что эту задачу можно решить иначе. Если взять точкуM(x,y,z)
в пространстве, то, очевидно, эта точка будет лежать на искомой плоскости,
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тогда и только тогда, когда векторы AM, AB и AC компланарны, т. е. если их
смешанное произведение равно нулю.

AM ·AB ·AC = {x−1,y−1,z} · {2,−1,5} · {3,0,2} =

=

∣∣∣∣∣∣

x−1 y−1 z

2 −1 5

3 0 2

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Раскрывая этот определитель, получим уравнение искомой плоскости 2x−
11y−3z+9 = 0.

3.3.3. Угол между двумя плоскостями.

Условие параллельности и

перпендикулярности плоскостей

Пусть заданы две плоскости P1: A1x + B1y +C1z + D1 = 0 и P2: A2x +
B2y+C2z+D2 = 0. Очевидно, что угол между этими плоскостями совпадает
с углом между их нормалями n1 = = {A1,B1,C1} и n2 = {A2,B2,C2}. Отсюда

cos ̂(P1,P2) =
n1 ·n2

|n1||n2|
=

A1A2 +B1B2 +C1C2√
A2

1 +B2
1 +C2

1

√
A2

2 +B2
2 +C2

2

. (3.3.3)

Условие параллельности плоскостей

P1 ‖ P2 ⇐⇒ A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
. (3.3.4)

Условие перпендикулярности плоскостей

P1 ⊥ P2 ⇐⇒ A1A2 +B1B2 +C1C2 = 0. (3.3.5)

§ 3.4. Прямая в пространстве

3.4.1. Канонические уравнения прямой в пространстве

Прямая в пространстве может быть определена как линия пересечения
двух плоскостей. Координаты точек, лежащих на прямой, должны удовле-
творять уравнениям обеих плоскостей, т. е. удовлетворять системе линей-
ных уравнений {

A1x+B1y+C1z+D1 = 0,
A2x+B2y+C2z+D2 = 0.

(3.4.1)

Как и для прямой на плоскости любой ненулевой вектор, параллельный
данной прямой, называется направляющим вектором этой прямой.
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Прямая L может быть определена точкой M0(x0,y0,z0) через которую
она проходит и направляющим вектором s = {l,m,n}. Очевидно, что про-
извольная точка M(x,y,z) лежит на прямой L тогда и только тогда, когда
вектор M0M = {x− x0,y− y0,z− = z0} коллинеарен вектору s. Используя
условие коллинеарности векторов, получим

x− x0

l
=

y− y0

m
=

z− z0

n
. (3.4.2)

Эти уравнения называются каноническими уравнениями прямой в про-
странстве.

Двойное равенство (3.4.2) — иной способ записи системы (3.4.1)



x− x0

l
=

y− y0

m
,

y− y0

m
=

z− z0

n
.

(3.4.3)

Каждое из уравнений этой системы является неполным уравнением
плоскости — плоскости, параллельной соответствующей оси координат.

Например, уравнение
x− x0

l
=

y− y0

m
можно записать в виде mx − ly +

(−mx0 + ly0) = 0 — это плоскость с нормалью n = {m,−l,0} параллель-
на оси Oz. Таким образом, и канонические уравнения (3.4.2) задают прямую
в пространстве, как линию пересечения двух плоскостей, но параллельных
координатным осям.

Как и для канонического уравнения прямой на плоскости, в уравнениях
(3.4.2) одно или два из чисел l, m и n могут быть равными нулю. Это лишь
подчеркивает, что направляющий вектор (а значит, и сама прямая) перпен-
дикулярен соответствующей оси координат и нужно приравнять к нулю
числитель соответствующей дроби.

3.4.2. Уравнение прямой, проходящей через две

точки

Пусть даны две точки M1(x1,y1,z1) и M2(x2,y2,z2) и требуется написать
уравнение прямой, проходящей через эти точки. Очевидно, что в качестве
направляющего вектора такой прямой можно взять вектор M1M2 = {x2 −
x1,y2 − y1,z2 − z1} и из формулы (3.4.2) получаем

x− x1

x2 − x1
=

y− y1

y2 − y1
=

z− z1

z2 − z1
. (3.4.4)

Это — уравнение прямой, проходящей через две заданные точки.
Многие задачи на прямую в пространстве решаются проще, если урав-

нения прямых имеют каноническую форму записи (3.4.2). Поэтому нужно
уметь приводить уравнения прямой (3.4.1) к каноническому виду. Это мож-
но сделать, например, следующим образом.
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В системе (3.4.1) придать одной из переменных, например z, два различ-
ных значения z = z1 и z = z2. Из полученных двух систем найти соответ-
ствующие пары чисел (x1,y1) и (x2,y2) Получим две точки M1(x1,y1,z1) и
M2(x2,y2,z2), лежащиенапрямой.Поформуле (3.4.4) получимканонические
уравнения прямой.

ПРИМЕР 3.4.1. Привести к каноническому виду уравнение прямой{
2x− y+3z−1 = 0,
5x+4y− z−7 = 0.

РЕШЕНИЕ. Пусть x1 = 0 и x2 = 1. Для нахождения y и z имеем две системы
уравнений:{

2x1 − y+3z−1 = 0,
5x1 +4y− z−7 = 0.

и

{
2x2 − y+3z−1 = 0,
5x2 +4y− z−7 = 0.

Решаякаждуюизэтихсистем,находимдветочкиM1(0,2,1)иM2(1,
5

11
,− 2

11
).

По формуле (3.4.4) получаем
x−0

1−0
=

y−2

5

11
−2

=
z−1

− 2

11
−1

.

Упрощая, получаем канонические уравнения искомой прямой
x

11
=

y−2

−17
=

z−1

−13
.

3.4.3. Параметрические уравнения прямой в

пространстве

Если в канонических уравнениях прямой (3.4.2) все три дроби прирав-
нять к параметру t

x− x0

l
= t,

y− y0

m
= t,

z− z0

n
= t,

то получим 



x = x0 + lt;

y = y0 +mt;

z = z0 +nt.

Это параметрические уравнения прямой в пространстве. Если парамет-
ру t придавать значения от −∞ до +∞, то точки M(x0 + lt,y0 + mt,z0 + nt)
будут пробегать всю прямую.

Параметрические уравнения прямой удобно использовать для нахожде-
ния точки пересечения прямой и плоскости.
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ПРИМЕР 3.4.2. Найтиточку пересечения прямой
x−7

5
==

y−4

1
=

z−5

4
и плоскости 3x− y+2z−5 = 0.

РЕШЕНИЕ. Перейдём к параметрическим уравнениям прямой
x−7

5
= t,

y−4

1
= t,

z−5

4
= t.

Отсюда x = 7 + 5t, y = 4 + t, z = 5 + 4t. При некотором значении пара-
метра t точка этой прямой будет лежать на данной плоскости. Подстав-
ляя выражения x, y, z через параметр t в уравнение плоскости, получим
t = −1. При этом значении параметра t находим координаты искомой точ-
ки: x = 7 + 5(−1) = 2, y = 4 +(−1) = 3, z = 5 + 4(−1) = 1. Итак, прямая и
плоскость пересекаются в точке (2,3,1).

3.4.4. Угол между двумя прямыми в пространстве.

Условия параллельности и

перпендикулярности прямых

Пусть заданы две прямые L1:
x− x1

l1
=

y− y1

m1
=

z− z1

n1
и L2:

x− x2

l2
=

y− y2

m2
=

z− z2

n2
. Очевидно, угол между прямыми равен углу между их на-

правляющими векторами s1 = {l1,m1,n1} и s2 = {l2,m2,n2}. Отсюда

cos ̂(L1,L2) =
s1 · s2

|s1||s2|
=

=
l1l2 +m1m2 +n1n2√

l2
1 +m2

1 +n2
1

√
l2
2 +m2

2 +n2
2

. (3.4.5)

Условие параллельности двух прямых имеет вид

L1 ‖ L2 ⇐⇒ l1

l2
=

m1

m2
=

n1

n2
. (3.4.6)

Условие перпендикулярности двух прямых имеет вид
L1 ⊥ L2 ⇐⇒ l1l2 +m1m2 +n1n2 = 0. (3.4.7)

3.4.5. Уравнение прямой, проходящей через

заданную точку перпендикулярно

заданной плоскости

В качестве направляющего вектора искомой прямой можно взять нор-
мальный вектор плоскости n = {A,B,C}, поэтому уравнение прямой имеет
вид

x− x0

A
=

y− y0

B
=

z− z0

C
.
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ПРИМЕР 3.4.3. Найти точку B, симметричную точке A(4,−3,1) отно-
сительно плоскости x+2y− z−3 = 0.

РЕШЕНИЕ. ТочкиA иB должны лежать на одной прямой, перпендикуляр-
ной плоскости, и одинаково отстоять от этой плоскости. Найдём уравнение
прямой, проходящей через точку A и перпендикулярной плоскости

x−4

1
=

y+3

2
=

z−1

−1
.

Найдём точку пересечения этой прямой и плоскости: x = = 4 + t, y =
−3 + 2t, z = 1− t подставим в уравнение плоскости (4 + t)+ 2(−3 + 2t)−
(1−t)−3 = 0; отсюда t = 1. Значит, точка пересеченияC(5,−1,0). Она делит
отрезок AB пополам. Но координаты середины отрезка равны полусумме
координат крайних точек. Значит,

xC =
xA + xB

2
, yC =

yA + yB

2
, zC =

zA + zB

2
.

Отсюда
xB = 2xC − xA = 6,

yB = 2yC − yA = 1,

zB = 2zC − zA = −1.

Симметричная точка B(6,1,−1) найдена.

3.4.6. Уравнение плоскости, проходящей через

данную точку перпендикулярно заданной

прямой

Очевидно, нормальным вектором к искомой плоскости может служить
направляющий вектор прямой s = {l,m,n}. Применяя формулу (3.3.1), по-
лучаем уравнение искомой плоскости

l(x− x0)+m(y− y0)+n(z− z0) = 0.

ПРИМЕР 3.4.4. Найти расстояние точки A(7,9,7) от прямой
x−2

4
=

y−1

3
=

z

2
.

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение плоскости, проходящей через точку A

перпендикулярно прямой:
4(x−7)+3(y−3)+2(z−7) = 0

или
4x+3y+2z−69 = 0.

Найдём точку пересечения прямой и плоскости B(10,7,4). Искомое рассто-
яние от точки A до прямой

AB =
√

(10−7)2 +(7−9)2 +(4−7)2 =
√

22.
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3.4.7. Угол между прямой и плоскостью.

Условие перпендикулярности и

параллельности прямой и плоскости

Пусть даны прямая L:
x− x0

l
=

y− y0

m
=

z− z0

n
и плоскость P : Ax+By+

Cz+D = 0.

P

Ln
s

n1

ϕψ

ψ1

Рис. 3.12

Угол между прямой и плоскостью —
это угол между прямой и проекцией пря-
мой на плоскость. Обозначим искомый
угол ϕ. Пусть ψ — угол между нормаль-
ным вектором плоскости n = {A,B,C}
и направляющим вектором прямой s =
{l,m,n}, если этот угол острый и ψ1, если
этот угол — тупой (рис. 3.12).

Очевидно, ϕ = |π
2
−ψ|. Значит, по формуле приведения

sinϕ = sin |π
2
−ψ| = |cosψ|.

Но cosψ = cos(n̂s) =
n · s
|n||s| .

Получаем формулу для угла между прямой и плоскостью

sinϕ =
|Al +Bm+Cn|√

A2 +B2 +C2
√

l2 +m2 +n2
. (3.4.8)

Прямая и плоскость перпендикулярны в том и только в том случае, если
векторы n и s коллинеарны. Отсюда

L ⊥ P ⇐⇒ A

l
=

B

m
=

C

n
. (3.4.9)

Прямая и плоскость параллельны в том и только в том случае, если векторы
n и s ортогональны, то есть n · s = 0, или

L ‖ P ⇐⇒ Al +Bm+Cn = 0. (3.4.10)

3.4.8. Векторные уравнения прямой и плоскости

Рассмотренные выше уравнения прямых и плоскостей иногда называ-
ют уравнениями в координатнойформе, так как они связывают координаты
точекM(x,y)илиM(x,y,z), лежащих на этих прямыхиплоскостях. При этом
легко заметить внешнюю схожесть или однотипность канонических урав-
нений прямых на плоскости и в пространстве, параметрических уравнений
этих же прямых, общего уравнения прямой на плоскости и общего урав-
нения плоскости. Это объясняется тем, что при выводе таких уравнений
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мы использовали одни и те же свойства векторных операций. Например,
канонические уравнения прямых выводились из условия коллинеарности
прямой и ее направляющего вектора; общее уравнение прямой на плоско-
сти и общее уравнение плоскости — их ортогональность вектору нормали.
Можно ожидать, что в векторной форме эти уравнения будут одинаковы-
ми. Векторнуюформу записи уравненийособенно удобноиспользовать при
рассмотрении многих теоретических вопросов.

Выберем в пространстве произвольную точку O, называемую полюсом.
ПоложениеточкиM впространствеоднозначноопределяетсявекторомOM,
который называется радиус-вектором этой точки: при выбранном полюсе
O, каждой точке M соответствует единственный вектор OM, связывающий
полюс с этой точкой, и, наоборот — каждому радиус-вектору r = OM соот-
ветствует единственная точка M — конец радиус-вектора r. Радиус-вектор
точки M будем обозначать r = r(M), а радиус-вектор точки M0 обозначаем
r0 = r(M0).

Векторное уравнение — это уравнение, связывающее радиус-вектор r

произвольной точки точки M, радиус-векторы ri заданных точек Mi и, воз-
можно, заданные векторы (a, s, n, N и т. п.).

Пусть в пространстве задана декартова прямоугольная система коорди-
нат Oxyz, причём полюс совпадает с началом координат. Орт оси Ox обо-
значим i, оси Oy — j, оси Oz — k. Тем самым в пространстве задан декартов
прямоугольный базис.

Положение точки в пространстве однозначно определяется ее тремя ко-
ординатами. Следовательно, чтобы задать точку, нужно задать или все три
ее координаты, или задать три уравнения, которые однозначно задавали бы
эти координаты. Если задано лишь два уравнения, то, в общем случае, они
не могут определить единственную точку в пространстве — им удовлетво-
ряют координаты бесконечного множества точек, лежащих на некоторой
линии. Аналогично если задано лишь одно уравнение, то ему удовлетворя-
ют координаты точек, лежащих на некоторой поверхности (опять же, если
исключить вырожденные случаи типа x2 +y2 +z2 = 0или x2 +y2 +z2 +1 = 0,
которые, очевидно, не задают никакой поверхности).

Если задано векторное уравнение, то оно может определять единствен-
ную точку или линию или поверхность и в каждом случае вопрос о том, что
определяет данное уравнение решается его анализом. Рассмотрим, напри-
мер, уравнение r · a = 0. По основному геометрическому свойству скаляр-
ного произведения ему удовлетворяют все радиус-векторы r, перпендику-
лярные вектору a. Таким образом, это уравнение на плоскости определяет
прямую, проходящую через полюс (ведь радиус-вектор r = 0 удовлетворя-
ет данному уравнению), перпендикулярно вектору a, а в пространстве оно
определяет плоскость, также проходящую через полюс перпендикулярно
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вектору a.
Аналогично, уравнение r× a = 0 определяет геометрическое место то-

чек, радиус-векторы которых параллельны вектору a, т. е. и на плоскости и
в пространстве оно задает прямую, проходящую через полюс параллельно
вектору a.

Таким образом, используя свойства операций над векторами, можно
определить геометрический образ, соответствующий данному векторному
уравнению. Важно уметь решать обратную задачу — составлять уравнение
данного геометрического места точек.

Пусть символ M(r) (или r(M)) означает, что вектор r является радиус-
вектором точки M.

ПРИМЕР 3.4.5. Составить векторное уравнение плоскости, проходящей
через точку M0(r0), параллельно неколлинеарным векторам p и q.

O

M0

M
p

q

r0
r

Рис. 3.13

РЕШЕНИЕ. Возьмем произвольную
точкуM(r) в пространстве (рис. 3.13). Эта
точкалежитнаискомойплоскоститогдаи
только тогда, когда векторыM0M = r−r0,
p и q компланарны, а, значит, их смешан-
ное произведение равно нулю. Итак, ис-
комое уравнение

(r− r0) ·p ·q = 0.
Легко получить векторное параметрическое уравнение данной плоско-

сти. Векторыpиqнеколлинеарныи, следовательно, образуют базис наиско-
мойплоскости. Разлагая векторM0M = r−r0, лежащийна тойжеплоскости
по базису p и q, получим уравнение искомой плоскости

r− r0 = t1p+ t2q.

Здесь t1 и t2 — параметры, т. е. произвольные действительные числа.
Аналогичными рассуждениями можно получить следующие векторные

уравнения прямых и плоскостей.
L.1)Параметрическоеуравнениепрямой,проходящейчерезточкуM0(r0)

параллельно вектору s:
r− r0 = ts. (3.4.11)

L.2) Прямая проходит через точку M0(r0) параллельно вектору s:

(r− r0)× s = 0. (3.4.12)

L.3) Прямая, параллельная вектору s:

r× s = m. (3.4.13)

L.4) Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки M1(r1) и
M2(r2):

(r− r1)× (r2 − r1) = 0. (3.4.14)
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Это уравнение легко преобразуется к виду

r× (r2 − r1) = r1 × r2. (3.4.15)

И, наконец, это же уравнение в параметрической форме:

r = r1 + t(r2 − r1). (3.4.16)

L.5) Уравнение прямой на плоскости, проходящей через точку M0(r0),
перпендикулярно вектору n:

(r− r0) ·n = 0. (3.4.17)

Это уравнение можно преобразовать к виду

r ·n+λ = 0, (3.4.18)

где λ некоторый скаляр.
P.1) Уравнение плоскости, проходящей через точку M0(r0), перпендику-

лярно вектору n:
(r− r0) ·n = 0, (3.4.19)

или
r ·n+λ = 0. (3.4.20)

P.2) Уравнение плоскости, проходящей через точку M0(r0), параллельно
неколлинеарным векторам p и q:

(r− r0) ·p ·q = 0. (3.4.21)

P.3) Уравнение плоскости, проходящей через точку M0(r0), параллельно
неколлинеарным векторам p и q:

r− r0 = t1p+ t2q. (3.4.22)

P.4) Уравнение плоскости, проходящей через точки M1(r1), M2(r2) и
M3(r3) :

(r− r1) · (r2 − r1) · (r3 − r1) = 0. (3.4.23)

Рекомендуем читателю обратить особое внимание на уравнения (3.4.11),
(3.4.17), (3.4.19), (3.4.21), (3.4.22) и вывести эти формулы.

§ 3.5. Кривые второго порядка

До сих пор мы рассматривались уравнения линейных объектов — пря-
мых и плоскостей, и это были уравнения первой степени. Пусть на плоско-
сти задана декартова прямоугольная система координат. Рассмотрим общее
алгебраическое уравнение второго порядка

a11x2 +2a12xy+a22y2 +a1x+a2y+a0 = 0. (3.5.1)

Возможны следующие случаи:
1) уравнению (3.5.1) не удовлетворяет ни одна точка плоскости. Напри-

мер, если уравнение имеет вид x2 + y2 +1 = 0;
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2) этому уравнению удовлетворяет единственная точка. Например, x2 +
y2 = 0;

3) уравнению удовлетворяют точки, лежащие на одной прямой. Напри-
мер, уравнение x2 −2xy + y2 = 0 эквивалентно уравнению (x− y)2 = 0, т. е.
x− y = 0 — а это прямая;

4) уравнению удовлетворяют точки, лежащие на двух прямых. Напри-
мер, x2−2xy+y2−1 = 0 эквивалентно уравнению (x−y)2 = 1, или (x−y) =
±1, а это — две прямые;

5) уравнению (3.5.1) удовлетворяют точки, лежащие на некоторой кри-
вой (в обыденном понимании этого термина); такую кривую называют кри-
вой второго порядка.

Последний случайибудетнасинтересовать в этомразделе.Оказывается,
таких кривых может быть всего лишь три: эллипс, гипербола и парабола.

Возьмем на плоскости вторую декар-
тову прямоугольную систему координат,
определяемую началом O′ и базисными
векторами i′ и j′ (рис. 3.14).
Вподробныхкурсаханалитическойгео-

метрии доказывается, что переход от од-
ной системыкоординат кдругой сводится
к параллельному переносу вдоль вектора
OO′ и последующему повороту осей на
угол ϕ.

’

’
’

’

’

O
O

x

x

y

y

i

i

jj

Рис. 3.14
Правда, это будет в том случае, когда базисные векторы направлены

так, что кратчайшие повороты от i к j и от i′ к j′ совершаются в одном
направлении.

Если кратчайшие повороты от i к j и
от i′ к j′ совершаются в противополож-
ных направлениях (рис. 3.15), то нужно
еще изменить направление оси ординат
на противоположное. Такое преобразова-
ние нельзя свести к параллельному пере-
носу и повороту, не выводящему из плос-
кости Oxy.
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Рис. 3.15
Можно доказать, что при преобразовании системы координат кривая

второго порядка останется кривой второго порядка, но уравнение этой кри-
вой изменится.
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Рис. 3.16

Рассмотрим, например, уравнение
x2 + y2 −4x−4y+7 = 0. Выделяя полные
квадраты, запишем это уравнение в ви-
де (x−2)2 +(y− −2)2 = 1. Это — окруж-
ность радиуса R = 1 с центром в точке
O′(2,2) (рис. 3.16). Еслиначало координат
перенести в точку O′, то уравнение при-
нимает более простой вид: x′2 + y′2 = 1.
При параллельном переносе системы ко-
ординат формулы, связывающие коорди-
наты точки M в той и другой системах
координат, особенно просты.

Пусть точка M в системе координат Oxy имеет координаты (x,y), а в
системе координатO′x′y′ — (x′,y′). Тогда (рис. 3.16):OM = OO′+O′M. Пред-
положим, что точка O′ в системе координат Oxy имеет координаты (x0,y0).
Отсюда находим векторы OO′ = {x0,y0}, O′M = {x′,y′} и OM = {x,y}. Сле-
довательно {x,y} = {x0,y0}+ {x′,y′} и получаем формулы, связывающие
«старые» координаты (x,y) точки M с её «новыми» координатами (x′,y′){

x = x0 + x′,
y = y0 + y′.

В связи с этим возникают две задачи.
1. Как выбрать систему координат, чтобы уравнение кривой имело про-

стейший, или, как говорят, канонический вид?
2. Если кривая второго порядка задана «сложным» уравнением (3.5.1),

то как и к какой системе координат перейти, чтобы эта кривая имела кано-
ническое уравнение?

Вторая задача рассматривается ниже в теории приведения квадратич-
ных форм к каноническому виду. Мы же остановимся на первой задаче.

3.5.1. Эллипс

Определение 3.5.1. Эллипсом называется геометрическое место точек
плоскости, для которых сумма расстояний до двух данных точек F1 и F2

этой плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная (и рав-
ная 2a).

Ясно, что должно выполняться неравенство 2a > F1F2.
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Для вывода канонического уравнения
эллипса проведем ось Ox через фокусы F1

и F2, а ось Oy перпендикулярно оси Ox
через середину отрезка F1F2 (рис. 3.17).
Еслифокусы совпадают, то оси координат
проводим через фокус произвольно.

O

x

y

F1(−c,0) F2(c,0)

M(x,y)

Рис. 3.17
ПустьдлинаотрезкаF1F2 равна2c. Тогда точкиF1 иF2 имеюткоординаты

(−c,0) и (c,0) соответственно.
Возьмем точкуM(x,y)на плоскости.Она будет лежать на эллипсе тогда и

только тогда, когда MF1 +MF2 = 2a. Используя формулу расстояния между
точками (2.3.10), получим√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a. (3.5.2)

Это равенство является необходимым и достаточным условием принад-
лежности точки M(x,y) данному эллипсу.

Перенесем в последнем равенстве один из корней вправо и возведем обе
части в квадрат

(x+ c)2 + y2 = 4a2 −4a

√
(x− c)2 + y2 +(x− c)2 + y2.

Упростив это равенство и оставив корень справа,получим

cx−a2 = −a

√
(x− c)2 + y2.

Снова возводим обе части в квадрат

c2x2 −2a2cx+a4 = a2(x2 −2cx+ c2 + y2)

или
(a2 − c2)x2 +a2y2 = (a2 − c2)y2.

В любом треугольнике сумма двух его сторон больше третьей сторо-
ны. Значит MF1 + MF2 > F1F2, т. е. 2a > 2c (рис. 3.17). Отсюда a2 − c2 > 0.
Обозначая b2 = a2 − c2, получаем

b2x2 +a2y2 = b2a2.

Разделим обе части этого равенства на b2a2:

x2

a2
+

y2

b2
= 1, (3.5.3)

где
b2 = a2 − c2. (3.5.4)

При возведении в квадрат равенства (3.5.2) могли появиться «лишние
корни», то есть такие точки M(x,y), которые удовлетворяют уравнению
(3.5.3), но не удовлетворяют уравнению (3.5.2). Пусть координаты точки
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M(x,y) удовлетворяют уравнению (3.5.3). Из этого уравнения найдём y2 =

b2

(
1− x2

a2

)
и подставим в уравнение (3.5.2)
√

(x+ c)2 +b2 − b2x2

a2
+

√

(x− c)2 +b2 − b2x2

a2
= 2a.

После несложных преобразований получим√
(a+

c

a
· x)2 +

√
(a− c

a
· x)2 = 2a.

Из уравнения (3.5.3) очевидно, что
x2

a2
6 1, т. е. |x| 6 a, и так как c < a, то

c

a
< 1. Следовательно, a +

c

a
x > 0 и a− c

a
x > 0. Поэтому равенство (3.5.2)

представляет собойверное числовое равенство 2a = 2a, то есть точкаM(x,y)
с координатами, удовлетворяющими уравнению (3.5.3), лежит на эллипсе.

Уравнение (3.5.3) называется каноническим уравнением зллипса.
Числа a и b называются большой и малой полуосями эллипса (так как

a2 = b2 + c2, то a > b, отсюда и термины— большая и малая).
Отметим, что если полуоси равны a = b = R, то эллипс представляет

собой окружность x2 + y2 = R2 с центром в начале координат.

3.5.2. Эллипс. Исследование формы

Из канонического уравнения эллипса
x2

a2
+

y2

b2
= 1 получаем:

1) эллипс симметричен относительно осей координат и относительно
начала координат.

Действительно, в уравнение эллипса x и y входят в четных степенях, по-
этому если точка M1(x,y) лежит на эллипсе, то точки M2(−x,y) M3(−x,−y)
и M4(x,−y) также лежат на на нём. А эти точки обладают указанной сим-
метрией (рис. 3.18);

O

x

y
M1(x,y)M2(−x,y)

M3(−x,−y) M4(x,−y)

O x

y

A(a,0)

B(0,b)

C(−a,0)

D(0,−b)
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Рис. 3.18 Рис. 3.19
2) эллипс пересекается с осями координат в точках A(a,0), B(0,b),

C(−a,0) и D(0,−b).
Действительно, полагая в уравнении эллипса y = 0, получаем x2 = a2, то

есть x = ±a. Аналогично, при x = 0 имеем y = ±b (рис. 3.19). Точки A, B, C
и D называются вершинами эллипса. ОтрезокCA = 2a называется большой
осью эллипса, DB = 2b —малой осью;

3) эллипс содержится внутри прямоугольника −a 6 x 6 a, −b 6 y 6 b

(рис. 3.19).

В самом деле, из канонического уравнения эллипса имеем:
x2

a2
6 1 и

y2

b2
6 1. Отсюда x2 6 a2 и y2 6 b2, что эквивалентно неравенствам−a 6 x 6 a,

−b 6 y 6 b;
4) в силу симметрии эллипса достаточно построить его график для пер-

вой четверти плоскости Oxy. В этой четверти x > 0 и y > 0. Из каноническо-

го уравнения эллипса находим y = = b

√
1− x2

a2
. Используя производные,

можно показать, что при 0 < x < a первая производная y′ 6 0 и вторая про-
изводная y′′ 6 0. В дифференциальном исчислении будет доказано, что это

означает монотонное убывание графика функции y = b

√
1− x2

a2
и что этот

график является выпуклой вверх кривой.
На основании свойств 1)–4) строим эллипс (рис. 3.20).
Заметим, что если в уравнении эллипса b > a, например, уравнение име-

ет вид
x2

42
+

y2

92
= 1, то это означает, что фокусы эллипса располагаются на

оси ординат и он «вытянут» вдоль этой оси (рис. 3.21). В самом деле, пе-
реобозначая оси координат x и y: x′ = y, y′ = −x, получим рассмотренный
случай — эллипс с фокусами на оси Ox′.
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Рис. 3.20 Рис. 3.21

ПРИМЕР 3.5.1. Составить каноническое уравнение эллипса, если:
1) его полуоси равны 4 и 2;
2) расстояние между фокусами равно 6 и большая полуось равна 5.

РЕШЕНИЕ. 1) по условию a = 4 и b = 2. Из уравнения (3.5.3) имеем
x2

16
+

y2

4
= 1 — искомое уравнение эллипса;

2) дано 2c = 6 и a = 5. По формуле (3.5.4) находим b2 = = a2 − c2 =

52 −32 = 16. Следовательно, уравнение эллипса имеет вид
x2

25
+

y2

16
= 1.

В заключение этого параграфа рассмотрим параметрические уравнения
эллипса. Раньше мы вывели параметрические уравнения окружности{

x = Rcos t,
y = Rsin t.

Здесь параметр t — угол между радиус-вектором OM и положительной
полуосью Ox, где M — произвольная точка окружности.

Очевидно, x = acos t, y = bsin t при подстановке в каноническое уравне-
ние эллипса (3.5.3) обращает его в тождество. Следовательно,{

x = acos t,
y = bsin t.

и являются искомыми параметрическими уравнениями эллипса. Но здесь
параметр t уже не будет углом между радиус-вектором точки эллипса и
положительной полуосью Ox.
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Пусть эллипс задан каноническим
уравнением

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b).

Рассмотрим окружность

x2

a2
+

y2

a2
= 1,

описанную около эллипса (рис. 3.22).

O
x

y

a

b

−a

−b

t

M1(x,y)

M2(x,Y )

Рис. 3.22
Возьмем две точки M1(x,y) и M2(x,Y ), расположенных соответственно

на эллипсе и окружности, имеющих одну и ту же абсцисcу x и лежащих по
одну сторону от оси Ox. тогда

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

x2

a2
+

Y 2

a2
= 1.

Отсюда
y2

b2
=

Y 2

a2
.

Разрешая это уравнение относительно y, получим y =
b

a
Y .

Так как параметрические уравнения окружности{
x = acos t,
Y = asin t,

то, заменяя здесь Y =
a

b
y, получим параметрические уравнения эллипса

{
x = acos t,
y = bsin t.

Такимобразом,параметр t —этоугол, соответствующийрадиус-вектору
точки M2 окружности, описанной около эллипса, если эта точка лежит над
илипод точкойM1 эллипса.Очевидно, точкаM1(x,y)описывает весь эллипс,
если параметр t пробегает интервал от 0 до 2π.

3.5.3. Гипербола

Определение 3.5.2. Гиперболой называется геометрическое место то-
чек плоскости, для которых абсолютная величина разности расстояний до
двух данных точек F1 и F2 этой плоскости, называемых фокусами, есть
величина постоянная, меньшая расстояния между фокусами (и равная 2a).

Для вывода канонического уравнения гиперболы проведём осьOx через
фокусы F1 и F2, а ось Oy перпендикулярно оси Ox через середину отрезка
F1F2 (рис. 3.17). Обозначим расстояние между фокусами 2c, тогда фокусы

152



имеют координаты F1(−c,0) и F2(c,0). Возьмём точку M(x,y) на плоскости.
Эта точка лежит на гиперболе тогда и только тогда, когда |MF1 −MF2| = 2a.
По формуле расстояния между двумя точками имеем MF1 =

√
(x+ c)2 + y2,

MF2 =
√

(x− c)2 + y2. Следовательно, точка M лежит на гиперболе тогда и
только тогда, когда

|
√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2| = 2a. (3.5.5)

Отсюда √
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a.

Далее проделаем без пояснений те же преобразования, что при выводе
канонического уравнения эллипса:√

(x+ c)2 + y2 =
√

(x− c)2 + y2 ±2a,

x2 +2cx+ c2 + y2 = x2 −2cx+ c2 + y2 ±4a

√
(x− c)2 + y2 +4a2,

cx−a2 = ±a

√
(x− c)2 + y2, c2x2 +a4 = a2(x2 + c2 + y2),

(c2 −a2)x2 −a2y2 = a2(c2 −a2).

В любом треугольнике разность двух любых его сторон меньше третьей
стороны. Поэтому (рис. 3.17), |MF1 −MF2| < F1F2. Отсюда 2a < 2c, то есть
c2 −a2 > 0. Обозначим b2 = c2 −a2, тогда

b2x2 −a2y2 = a2b2.

Разделив обе части на a2b2, получаем каноническое уравнение гиперболы

x2

a2
− y2

b2
= 1. (3.5.6)

где
b2 = c2 −a2. (3.5.7)

Как и при записи уравнения эллипса можно убедиться, что при алгебра-
ических преобразованиях уравнения (3.5.5) мыне приобрелиновых корней.

Величина a называется действительной полуосью гиперболы, величина
b называется мнимой полуосью гиперболы.

3.5.4. Гипербола: исследование формы

Из канонического уравнения гиперболы
x2

a2
− y2

b2
= 1 получаем:

1) гипербола симметричнаотносительноосейкоординатиотносительно
начала координат;

2) гипербола пересекается с осью Ox в двух точках A(−a,0) и B(a,0).
Гипербола не имеет общих точек с осью Oy.
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Действительно, полагая y = 0, из канонического уравнения гиперболы

имеем
x2

a2
= 1. Отсюда x = ±a. Если взять x = 0, то получим − y2

b2
= 1 или

y2 = −b2, а это равенство невозможно для действительных чисел.
Точки A и B называются вершинами гиперболы. Ось Ox называется дей-

ствительной осью гиперболы, а ось Oy —мнимой осью;
3) абсциссы точек гиперболы удовлетворяют неравенствам x 6 −a или

x > a.

В самом деле. Из канонического уравнения гиперболы имеем
x2

a2
= 1 +

y2

b2
> 1. Отсюда x2 > a2, а, значит, x 6 −a или x > a;

4) в силу симметрии гиперболы достаточно построить ее часть в первой
четверти.

Покажем, что прямая y =
b

a
· x является асимптотой гиперболы. Это

означает, что если точка M(x,y), двигаясь по гиперболе неограниченно уда-
ляется от начала координат, то ее расстояние PM до этой прямой стремится
к нулю (рис. 3.23).

O

x

y

a

b
M

N

P

Рис. 3.23

Таккаквпервойчетвертиx > 0иy > 0,
то из канонического уравнения гипербо-

лыордината точкиM равна y = b

√
x2

a2
−1.

РасстояниеPM не превосходит длины от-
резкаMN, и еслимыдокажем,чтоMN → 0

при x →+∞, то тогда и расстояниеPM бу-
дет стремиться к нулю. Очевидно,

yN − yM =
b

a
x−b

√
x2

a2
−1 =

b

a
(x−

√
x2 −a2) =

=
b

a

(x−
√

x2 −a2)(x+
√

x2 −a2)

x+
√

x2 −a2
=

=
b

a

x2 − (x2 −a2)

x+
√

x2 −a2
=

ab

x+
√

x2 −a2
.

Знаменатель последней дроби неограниченно увеличивается, если x →
+∞, а значит, сама дробь стремится к нулю. Итак, рассматриваемая часть

гиперболы приближается к прямой y =
b

a
x с ростом x. В силу симметрии

аналогичнымсвойствомобладают остальные части гиперболырасположен-
ные во второй, третьей и четвертой четвертях;
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5) используя производные можно показать, что при x > 0 первая про-

изводная функции y = b

√
x2

a2
−1 положительна, а вторая — отрицательна.

Это означает, что данная функция монотонно возрастает и ее график —
выпуклая вверх кривая.

На основании свойств 1)–5) строим гиперболу (рис. 3.24).

Построение асимптот гиперболы y = ±b

a
x позволяет более точно по-

строитьсамугиперболу.Очевидно,чтоасимптотысовпадаютсдиагоналями
прямоугольника, центр которого совпадает с центром симметрии O гипер-
болы, а стороны параллельны действительной и мнимой осям симметрии.
Отрезки длиной 2a и 2b, соединяющие середины сторон этого прямоуголь-
ника, также называют осями (действительной и мнимой) гиперболы.

O

x

y

a

b

F1 F2

ϕ

Рис. 3.24

ПРИМЕР 3.5.2. Составить каноническое уравнение гиперболы, зная, что
1) расстояние между вершинами равно 8, а расстояние между фокуса-

ми — 10;
2) действительная полуось равна 5 и вершины делят расстояние между

центром и фокусами пополам.

РЕШЕНИЕ. 1) Дано: 2a = 8 и 2c = 10 Отсюда по формуле (3.5.7) находим

b2 = c2−a2 = 25−16 = 9. Искомым уравнением гиперболы будет
x2

16
− y2

9
=

1;
2) по условию a = 5 и c = 2a = 10. Значит, b2 = c2 −a2 = 100−25 = 75.

Искомое уравнение гиперболы
x2

25
− y2

75
= 1.

Уравнение

− x2

a2
+

y2

b2
= 1 (3.5.8)
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определяет гиперболу с фокусами F1(0,b) и F1(0,−b) расположенными на
оси ординат. В этом случае постоянная по модулю разность расстояний от
точек гиперболы до фокусов равна 2b.

Две гиперболы, заданные уравнениями

x2

a2
− y2

b2
= 1, − x2

a2
+

y2

b2
= 1

называются сопряженными.
Гипербола с равными полуосями a = b называется равносторонней. Ее

каноническое уравнение

x2 − y2 = a2, −x2 + y2 = b2.

В заключении этого параграфа заметим, что с помощью гиперболиче-
ских функций, введенных в параграфе 1.6.4, параметрические уравнения
гиперболы 3.5.6 можно задать в виде

x = ach t,y = bsh t.

В самом деле, подставляя эти формулы в уравнение гиперболы, видим,
что при любом t

x2

a2
− y2

b2
= ch2 t − sh2 t = 1,

в силу основного гиперболического тождества.

3.5.5. Эксцентриситет эллипса и гиперболы

Важной характеристикой эллипса и гиперболы является эксцентриси-
тет — отношение

e =
c

a
. (3.5.9)

Таким образом, для эллипса эксцентриситет равен отношению расстоя-

ниямеждуфокусами к большой оси: e =
2c

2a
. Для гиперболы эксцентриситет

равенотношениюрасстояниямеждуфокусамикдействительнойосиe =
2c

2a
.

Учитывая (3.5.4) и (3.5.7) легко получить следующие формулы для экс-
центриситета

для эллипса e =

√

1− b2

a2
, для гиперболы e =

√

1+
b2

a2
.

Из этихформул вытекает, что эксцентриситет эллипса меньше единицы,
эксцентриситет окружности равен нулю (так как для окружности a = b),
эксцентриситет гиперболы больше единицы.
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O
x

y
e = 0 e = 0,25

e = 0,5 e = 0,75

Рис. 3.25

Эксцентриситет эллипса является мерой
его «сплюснутости»: чем меньше эксцен-
триситет, тем меньше отличаются его по-
луоси a и b и чем он больше, тем меньше
отношение b/a. На рис. 3.25 изображены
эллипсы с одинаковой большой осью и с
разными эксцентриситетами.

Эксцентриситет гиперболы является характеристикой угла между
асимптотами гиперболы. В самом деле, отношение b/a равно тангенсу по-
ловины угла между асимптотами гиперболы.

ПРИМЕР 3.5.3. Дан эллипс 25x2 +169y2 = 4225. Найти его эксцентриси-
тет.

РЕШЕНИЕ. Приводим уравнение эллипса к каноническому виду

25x2

4225
+

169y2

4225
= 1 или

x2

169
+

y2

25
= 1.

Отсюда a2 = 169 и b2 = 25. Следовательно

e =

√
1− 25

169
=

12

13
.

ПРИМЕР 3.5.4. Определить угол между асимптотами гиперболы, у кото-
рой эксцентриситет e = 2.

РЕШЕНИЕ. Искомый угол обозначим 2ϕ. Тогда (рис. 3.24) tgϕ =
b

a
и, сле-

довательно, 2 =
√

1+ tg2 ϕ. Отсюда tgϕ =
√

3, т. е. ϕ = 60◦. Следовательно,
угол между асимптотами гиперболы равен 2ϕ = 120◦.

3.5.6. Парабола

В школьном курсе математики параболой называется график функции
y = ax2 + bx + c, a 6= 0. В этом случае предполагается заданной декартова
прямоугольная система координат. Если в этой системе координат кривую
сдвинуть и повернуть на какой - либо угол, то ее уравнение изменится и
называть ее параболой будет некорректно, между тем форма кривой при
этом не изменится. Дадим определение параболы, не зависящее от выбора
системы координат.
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Определение 3.5.3. Параболой называется геометрическое место то-
чек плоскости, одинаково удаленных от данной точки F и от данной пря-
мой, лежащих на этой плоскости.

Указанные в этом определении точка F называется фокусом параболы, а
прямая называется директрисой (то есть направляющей) параболы.

Обозначим расстояние от фокуса до директрисы p. Ось Ox проведем
через фокусF перпендикулярно директрисе, а осьOy—параллельно дирек-
трисе на расстоянии p/2 от нее (рис. 3.26). ПустьM(x,y)—точка плоскости.
Согласно определению параболы точка лежит на ней тогда и только тогда,
когда MF = MB, где B — проекция точки M на директрису. Точка B имеет
координаты (−p/2,y), следовательно,

MB =
√

(x+ p/2)2 +(y− y)2 = |x+ p/2|
и

MF =
√

(x− p/2)2 + y2.

O

x

y

− p

2 F
( p

2
,0
)

M(x,y)
B

O

x

y

F

Рис. 3.26 Рис. 3.27
Итак, имеем равенство√

(x− p/2)2 + y2 = |x+ p/2|. (3.5.10)

Возводя обе части этого равенства в квадрат и упрощая, получаем кано-
ническое уравнение параболы

y2 = 2px. (3.5.11)

Число p называется параметром параболы.
При упрощении уравнения (3.5.10) могли появится посторонние корни,

то есть точки, координаты которых удовлетворяют уравнению (3.5.11), но
не удовлетворяют уравнению (3.5.10). Покажем, что этого не произошло.
Пусть M(x,y) — произвольная точка с координатами, удовлетворяющими
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уравнению (3.5.11). Надо показать, что эта точка одинаково удалена от фо-
куса и от директрисы. Из уравнения (3.5.11) следует,что x > 0. Для точек с
неотрицательными абсциссами MB = x+ p/2. Для расстояния MF имеем

MF =
√

(x− p/2)2 + y2 =
√

(x− p/2)2 +2px =

=
√

x2 + px+ p2/4 =
√

(x+ p/2)2 = x+ p/2 = MB.

Если уравнение (3.5.11) записать в виде x =
1

2p
· y2, то получаем извест-

ную параболу y = ax2, с точностью до обозначения осей координат. Отсюда
получаем график параболы (рис. 3.27).

Отметим, что кривая y2 = 2px при p < 0 также является параболой, но
расположенной в левой полуплоскости Oxy.

Если фокус параболы расположен на оси Oy, директриса параллельна
осиOxивершинанаходится вначале координат, то каноническое уравнение
параболы будет иметь вид x2 = 2py.

Очевидно, что каноническая форма записи уравнения параболы позво-
ляет легко найти его фокус.

3.5.7. «Почти канонические» уравнения эллипса, гиперболыипараболы

Пусть оси эллипса параллельны осям координат, но центр симметрии
эллипса находится в точке O′(x0,y0) (рис. 3.28).
Пусть в системе координат O′(x′y′) урав-
нение эллипса имеет вид

x′2
a2

+
y′2

b2
= 1. (3.5.12)

Ноx′ = x−x0 иy′ = y−y0 (см.начало§3.5).
Следовательно в системе координат Oxy

уравнение того же эллипса имеет вид:

(x− x0)
2

a2
+

(y− y0)
2

b2
= 1.

’

’

’

O

O

x

x

y
y

x0

y0

Рис. 3.28
Или

x2

a2
+

y2

b2
− 2x0

a2
x− 2y0

b2
y+

x2
0

a2
+

y2
0

b2
= 1. (3.5.13)

Чаще возникает обратная задача: уравнение эллипса задано в виде
(3.5.13) и его надо записать в виде (3.5.12). Для этого достаточно в урав-
нении (3.5.13) выделить полные квадраты по переменным x и y. Заметим,
что это возможно, если в уравнении (3.5.13) отсутствует член с произведе-
нием xy. Определив точку O, строим эллипс.

Аналогично поступаем в случае гиперболы и параболы.
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ПРИМЕР 3.5.5. Установить, какие линии определяются уравнениями:
1) 4x2 +3y2 −8x+12y−32 = 0;
2) 16x2 −9y2 −64x−18y+199 = 0;
3) x+ y2 −2y+1 = 0.
Изобразить эти линии на чертеже.

РЕШЕНИЕ. 1).Проведем стандартныепреобразованияповыделениюпол-
ных квадратов

4x2 +3y2 −8x+12y−32 = 4(x2 −2x)+3(y2 +4y)−32 =

= 4[(x−1)2 −1]+3[(y+2)2 −4]−32 =

= 4(x−1)2 +3(y+2)2 −48 = 0.

Отсюда получаем уравнение в виде

(x−1)2

12
+

(y+2)2

16
= 1.

Это — эллипс с центром в точке (1,−2) и полуосями a = =
√

12 = 2
√

3

и b =
√

16 = 4. Строим чертеж (рис. 3.29).
2). Выделяя полные квадраты, получаем

16x2 −9y2 −64x−18y+199 = 0 = 16(x2 −4x)−9(y2 +2y)+199 =

= 16(x−2)2 −9(y+1)2 +144 = 0.

Уравнение запишется в виде

− (x−2)2

9
+

(y+1)2

16
= 1.

Это — гипербола с центром (2,−1), сопряженная к гиперболе
(x−2)2

9
−

(y+1)2

16
= 1, имеющей параметры a = 3 и b = 4. Строим чертеж (рис. 3.30).
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O
x

y

1

−2 x

y

x = 2

y = −1

Рис. 3.29 Рис. 3.30

3). Имеем x + y2 − 2y + 1 = x− −(y−
1)2 = 0. Отсюда (y−1)2 = x. Это — пара-
бола с вершиной в точке (0,1), имеющая
параметр p = 1/2. Строим чертеж. x

y

1

1

3.5.8. Оптические свойства эллипса, гиперболы и параболы

В подробных курсах аналитической геометрии (например, [1, с. 170–
171]) доказываютсяполезныеиважныевприложенияхоптические свойства
кривых второго порядка:

1) лучи света, выходящие из одного фокуса эллипса, после зеркального
отражения от эллипса проходят через второй фокус;

2) лучи света, выходящие из одного фокуса гиперболы, после зеркаль-
ного отражения от гиперболы кажутся выходящими из другого фокуса;

3) лучи света, выходящие из фокуса параболы, после зеркального отра-
жения от параболы параллельны.
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Глава 4.

Комплексные числа

Если ограничиваться только действительными числами, то многие за-
дачи не имеют решения. Например, не существует корня четной степени
из отрицательного числа. Если у квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0

дискриминант D = b2 −4ac < 0, то это уравнение не имеет действительных
корней. Простейшее из таких уравненией x2 +1 = 0. В математике, если до-
казано, что какая-либо задача не имеет решения, стараются так расширить
основные понятия, чтобы задачу можно было решить. В нашем примере
получим такое расширение, если примем, что уравнение x2 + 1 = 0 имеет
корень — «мнимую» единицу i: i2 +1 = 0. Очевидно, что тогда i2 = −1 или
i =

√
−1. И теперь все квадратные уравнения будут иметь корнинезависимо

от знака дискриминанта. Например, уравнение x2 − 2x + 10 = 0 имеет два
корня

x1,2 =
2±

√
−36

2
=

2±
√

36
√
−1

2
= 1±3i.

Это обстоятельство приводит к необходимости введения новых чисел,
частнымслучаемкоторыхявляютсядействительныечисла.Причемдляэтих
новых чисел должны выполняться все основные действия и законы, кото-
рым подчиняются действительные числа.

Комплексные числа появились в XVI в. и многими, если не большин-
ством, были восприняты как нечто нереальное. В частности это отразилось
в самом названии нового числа i — мнимая единица,

Тогда же была обнаружена неожиданная вещь: действительные числа
могут «прятаться» за мнимыми. Для корней кубического уравнения x3 +
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px = q были получены формулы (формулы Кардано)

x =
3

√√√√
√

p3

27
+

q2

4
+

q

2
−

3

√√√√
√

p3

27
+

q2

4
− q

2
.

Если применить эту формулу к уравнению x3 − x = 0, очевидно, имеюще-

му действительные корни x1 = 0, x2,3 = ±1, то получим x =
3

√√
− 1

27
−

3

√√
− 1

27
. Формально это ноль, но выражение справа не имеет смысла на

множестве действительных чисел.
В наше время комплексные числа используются всюду, где применя-

ются математические методы. Так, например, в электротехнике полное со-
противление цепи представляется в виде R = Ra + iRp, где Ra — активная
составляющая и Rp — реактивная.

§ 4.1. Понятие комплексного числа

Комплексными числами называются числа вида z = x + iy, где x и y —
действительные числа, а i — так называемая мнимая единица. Числа x и y

называются соответственно действительной и мнимой частями комплекс-
ного числа z и обозначаются x = Rez (от real — действительный) и y = Imz

(от imaginary — мнимый).
Если y = Imz = 0, то комплексное число z = x+ i ·0 = x—действительное

число. Таким образом множество R всех действительных чисел является
подмножеством множества C всех комплексных чисел: R ⊂ C. Если x =
Rez = 0, то число z = 0 + iy = iy называется чисто мнимым. Естественно
обозначить 0+0i = 0.

Два комплексных числа z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 считаются равными
(z1 = z2) тогда и только тогда, когда x1 = x2 и y1 = y2. Множество C всех
комплексных чисел не упорядочено, то есть запись z1 < z2 или x1 + iy1 <
x2 + iy2 не имеет смысла.

Пусть на плоскости задана система координат Oxy. Каждому комплекс-
ному числу z = x + iy можно поставить во взаимно однозначное соответ-
ствие точку P(x,y). При этом действительные числа изображаются точками
оси Ox и эта ось называется действительной осью. Чисто мнимые числа
iy изображаются точками оси ординат и эта ось называется мнимой осью.
Плоскость, точкикоторойизображаюткомплексныечисла, называетсяком-
плексной плоскостью или плоскостью z. Термины «комплексное число» и
«комплексная точка» будем применять как синонимы.
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Между точками плоскости и радиус-
векторами (то есть векторами с началом
в точке (0,0)) имеется взаимно однознач-
ное соответствие. Поэтому комплексное
число z = x + iy можно также изобразить
радиус-вектором OP = {x,y} (рис. 4.1).
Длина этого вектора называется модулем
комплексного числа z и обозначается |z|.
Очевидно, что r = |z| — это расстояние
точки z от начала координат. O

x x

y

y

ϕ

P(x,y)

Рис. 4.1
Комплексные числа, имеющие один и тотже модуль, равный r, образуют

окружность радиуса r с центром в начале координат.
Угол между положительным направлением действительной оси и

радиус-вектором точки z называется аргументом комплексного числа z и
обозначается ϕ = Argz. Для точки z = 0 аргумент не определен. Очевидно,
модуль и аргумент комплексного числа z = x + iy — это полярные коорди-
наты точки (x,y). Если модуль комплексного числа z = x + iy однозначно
определяется формулой r = |z|=

√
x2 + y2, то его аргумент ϕ удовлетворяет

равенству tgϕ =
y

x
и может быть определён с точностью до слагаемого 2nπ,

n = 0,±1,±2, . . .Условиеравенства двухкомплексныхчиселможносформу-
лировать так: их модули должны быть равны, а аргументымогут отличаться
на слагаемое, кратное 2π. Из множества значенийArgz выделим одно, лежа-
щее в промежутке (−π,π]. Это значение будем обозначать argz и называть
главным значением аргумента:−π < argz 6 π. Очевидно, Argz = argz+2nπ,
n = 0,±1,±2, . . .

Так как x = r cosϕ, y = r sinϕ, то получаем тригонометрическую форму
комплексного числа z = x+ iy:

z = x+ iy = r(cosϕ+ isinϕ).

Комплексное число x− iy называется сопряженным с комплексным чис-
лом z = x + iy и обозначается z. Например, −2+3i = −2− 3i. Очевидно,
точки z и z симметричны относительно действительной оси и при этом
|z| = |z|, argz = −argz.
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§ 4.2. Операции над комплексными
числами

На множестве комплексных чисел определим операции сложения, вы-
читания, умножения, деления и извлечения корня.

Суммой z1 + z2 двух комплексных чисел z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 назы-
вается комплексное число z = (x1 + x2)+ i(y1 + y2).

Очевидно, так определенная операция сложения обладает свойствами:
1) коммутативности: z1 + z2 = z2 + z1 и
2) ассоциативности: (z1 + z2)+ z3 = z1 +(z2 + z3).
Для любого комплексного числа z = x + iy существует единственное

комплексное число (т. е. число −x − iy), дающее в сумме с z нуль. Тем
самым определена операция вычитания z1 − z2 = z1 + (−z2). Очевидно,
z1 − z2 = (x1 − x2)+ i(y1 − y2).

O x

y

z1

z2

z1 + z2

z1 − z2

Рис. 4.2

Используя геометрическую интер-
претацию комплексных чисел как векто-
ров на плоскости, получаем, что вектор
z1 + z2 является диагональю параллело-
грамма, построенного на векторах z1 и z2.
Вектор z1 − z2 равен разности векторов z1

и z2 и направлен из точки z2 в точку z1

(рис. 4.2).
Отсюда следует, что модуль разности

чисел |z1 − z2| равен расстоянию между
точками z1 и z2.

Пользуясь этим, легко написать уравнение окружности радиуса R с цен-
тром в точке a: для точек z этой окружности (и только для них) расстояние
до центра a постоянно и равно R. Искомое уравнение |z−a|= R. Например,
|z− i| = 1 — уравнение единичной окружности с центром в точке a = i.
Аналогично, неравенству |z− a| < R удовлетворяют те и только те точки
комплексной плоскости, которые лежат внутри круга радиуса R с центром
в точке a, а неравенствам r < |z− a| < R, где r < R, удовлетворяют точки,
лежащие в кольцемежду двумя концентрическимиокружностямирадиусов
r и R с общим центром a и только они.

Отметим, что длямодулей комплексных чисел справедливынеравенства

|z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|,∣∣|z1|− |z2|
∣∣6 |z1 − z2|.

Справедливость этих неравенств можно уяснить из рис. 4.2, если учесть,
что в любом треугольнике сумма двух любых его сторон больше третьей
стороны и любая сторона больше разности двух других сторон.
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Умножение комплексных чисел определим равенством
z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2)+ i(x1y2 + x2y1). (4.2.1)

Непосредственным вычислением по этой формуле нетрудно убедиться
в том, что операция умножения обладает свойствами:

1) коммутативности z1z2 = z2z1,
2) ассоциативности (z1z2)z3 = z1(z2z3),
а операции сложения и умножения совместно обладают свойством дис-

трибутивности: z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.
Если в формуле (4.2.1) положить x1 = x2 = 0, y1 = y2 = 1, то получим

равенство i · i = i2 =−1. Умножая обе части равенства i2 =−1 на i, получаем
i3 =−i; аналогично i4 = 1. Легкопонять, что i4k+m = im Очевидно, длялюбого
комплексного числа z справедливо равенство 1 · z = z.

Отметим еще одну важную формулу, получающуюся из формулы (4.2.1)
zz = x2 +y2 = |z|2. Таким образом произведение сопряженных комплексных
чисел является числом действительным.

Деление комплексных чисел определяется как операция, обратная умно-
жению: частным от деления комплексного числа z1 на число z2 6= 0 назы-
вается такое комплексное число z3, для которого z3z2 = z1. Очевидно, если
z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2, то

z3 =
z1

z2
=

z1z2

z2z2
=

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

При сложении и вычитании комплексных чисел целесообразнее исполь-
зовать алгебраическую форму этих чисел z = x + iy. При умножении, деле-
нии и возведении в степень комплексных чисел рациональнее использовать
тригонометрическую форму. Пусть

z1 = r1(cosϕ1 + isinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + isinϕ2).

Тогда

z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2)+

+ ir1r2(cosϕ1 sinϕ2 + sinϕ1 cosϕ2) =

= r1r2(cos(ϕ1 +ϕ2)+ isin(ϕ1 +ϕ2)). (4.2.2)
Отсюда следует, что при перемножении комплексных чисел их модули

перемножаются: |z1z2| = |z1||z2|. Это равенство, очевидно, справедливо и
для произвольного количества сомножителей |z1z2 . . .zn| = |z1||z2| . . . |zn|. В
частности (если все сомножители одинаковы), |zn| = |z|n, n = 1,2, . . .

Аргумент произведения двух комплексных чисел равен (с точностью
до 2kπ) сумме их аргументов: Arg(z1z2) = Argz1 + Argz2. Это равенство,
очевидно, справедливо и для произвольного количества сомножителей и, в
частности, Argzn = nArgz.

Геометрически это означает, что при умножении числа z1 на z2 радиус-
вектор точки z1 растягивается в |z2| раз и поворачивается на угол Argz2.

166



ПРИМЕР 4.2.1. Найти вершины правильного шестиугольника, вписанно-
го в окружность |z| = 2, если одна вершина находится в точке z1 = 1.

РЕШЕНИЕ. Так как в правильном шестиугольнике угол между радиус-

векторами двух соседних вершин равен
2π

6
=

π

3
, то k-я вершина рав-

на zk = |z1|
(

cos
(k−1)π

3
+ isin

(k−1)π

3

)
. Подставляя последовательно k =

2,3,4,5,6, получим искомые вершины

z2 = 2
(

cos
π

3
+ isin

π

3

)
= 1+ i

√
3,

z3 = 2

(
cos

2π

3
+ isin

2π

3

)
= −1+ i

√
3,

z4 = 2

(
cos

3π

3
+ isin

3π

3

)
= −1,

z5 = 2

(
cos

4π

3
+ isin

4π

3

)
= −1− i

√
3,

z6 = 2

(
cos

5π

3
+ isin

5π

3

)
= 1− i

√
3.

Для операции деления можно провести аналогичные рас-
суждения, но проще поступить так: используя тождество z1 =

=

(
z1

z2

)
z2, получаем |z1| =

∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣ |z2| и Argz1 = Arg

(
z1

z2

)
+ Argz2 и,

значит, ∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣=
|z1|
|z2|

, Arg
z1

z2
= Argz1 −Argz2.

Итак,
z1

z2
=

r1

r2
(cos(ϕ1 −ϕ2)+ isin(ϕ1 −ϕ2)) . (4.2.3)

Обозначим выражение cosϕ+ isinϕ символом eiϕ

eiϕ = cosϕ+ isinϕ, (4.2.4)

не придавая пока этой записи никакого другого значения, кроме как обо-
значение. Ниже покажем, что символ eiϕ обладает основными свойствами
показательной функции. Но у eiϕ появляется новое свойство — он имеет
период 2π. Используя этот символ, комплексное число можно представить
в форме

z = |z|eiArgz = reiϕ (4.2.5)

и будем называть еётригонометрической формой комплексного числа.
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Используя операции умножения и деления комплексных чисел в триго-
нометрической форме, будем иметь

z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 +ϕ2)+ isin(ϕ1 +ϕ2)) = r1r2ei(ϕ1+ϕ2),
z1

z2
=

r1

r2
(cos(ϕ1 −ϕ2)+ isin(ϕ1 −ϕ2)) =

r1

r2
ei(ϕ1−ϕ2).

Обобщая на несколько сомножителей, получаем

z1z2 . . .zn = r1r2 . . .rnei(ϕ1+ϕ2+...+ϕn).

Полагая здесь z1 = z2 = . . . = zn = eiϕ, будем иметь

zn =
(
reiϕ
)n

= rneinϕ. (4.2.6)

Это показывает, что введенные символы eiϕ1 и eiϕ2 перемножаются, де-
лятся и возводятся в целую степень по правилам показательной функции
y = ex.

Записывая комплексные числа в правой и левой частях равенства (4.2.6)
в тригонометрической форме, получаем формулу Муавра

(cosϕ+ isinϕ)n = cosnϕ+ isinnϕ. (4.2.7)

Определим корень натуральной степени n из комплексного числа z как
такое числоw, которое при возведении в степень n дает число z, то естьwn =
z. Записывая эти числа в показательной форме z = reiϕ, w = ρeiψ, получим

ρneinψ = reiϕ = rei(ϕ0+2kπ),

гдеϕ0 = argz—главное значение аргумента. Сравниваямодулии аргументы
левой и правой частей, получим

ρ = n
√

r, ψ =
ϕ

n
=

ϕ0 +2kπ

n
, k = 0,±1, . . .

Таким образом,

w = n
√

z = n
√
|z|e

i
argz+2kπ

n , k = 0,±1, . . . (4.2.8)

Эта формула показывает, что модули всех значений корня одинаковы,

а их аргументы отличаются на слагаемое, кратное
2π

n
. Отсюда следует, что

корень n-й степени из любого числа z 6= 0 имеет n различных значений
и что эти значения располагаются в вершинах правильного n-угольника,
вписанного в окружность радиусаρ = n

√
r с центромвначале координат. Эти

значения можно получить из формулы (4.2.8), полагая k = 0,1,2, . . . ,n−1.
При z = 0 все значения корня равны между собой и равны нулю.

ПРИМЕР 4.2.2. Вычислить 3
√

i.
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РЕШЕНИЕ. Для числа z = i имеем |z| = 1, argz =
π

2
, следовательно, по

формуле (4.2.8)

wk =
3
√

i = e
i

π

2
+2kπ

3 .

Полагая здесь последовательно k = 1,2,3, получим

w1 = e
i
π

6 = cos
π

6
+ isin

π

6
=

√
3

2
+ i

1

2
,

w2 = e
i
5π

6 = cos
5π

6
+ isin

5π

6
= −

√
3

2
+ i

1

2
,

w3 = e
i
9π

6 = cos
9π

6
+ isin

9π

6
= cos

3π

2
+ isin

3π

2
= −i.

При извлечении корня из комплексного числа понятие «арифмети-
ческого корня» не вводится и все n значений равноправны. Поэто-
му при преобразованиях алгебраических выражений содержащих кор-
ни нужно следить, какие значения корня имеются в виду. Например,
формула

√
z1
√

z2 =
√

z1z2 верна только при определенном выборе зна-
чения корня

√
z1z2, если только значения для корней

√
z1 и

√
z2 уже

выбраны. Иначе возможны «противоречия» типа −1 = i2 =
√
−1

√
−1 =

=
√

(−1)(−1) =
√

1 = 1.

§ 4.3. Показательная, тригонометрические и гиперболиче-
ские функции
комплексного переменного.

Полное и систематическое определение функций комплексного пере-
менного возможно только после изучения математического анализа. Но
некоторые разделы математического анализа используют эти функции (на-
пример, ряды и интеграл Фурье).

Понятие функции комплексного переменного вводится так же, как и
понятие функции действительного переменного. Говорят, что на множестве
E комплексной плоскости задана функция комплексного переменного, если
задано правило по которому каждой точке множества E ставится в соот-
ветствие одно или несколько комплексных чисел. Это соответствие обозна-
чается, как и для функций действительного переменного,в виде w = f (z).
Переменную z называют независимым переменным, или аргументом, а w —
зависимой переменной, или функцией.
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Если каждому значению z ∈ E соответствует только одно значение w, то
функция w = f (z) называется однозначной, а если несколько значений— то
многозначной.Например,функцииw = z2,w = |z|—однозначные, афункции
w = n

√
z, w = Argz —многозначные.

Так как каждое комплексное число определяется парой действительных
чисел, то задание комплексной функции w = f (z) = u + iv комплексного
аргумента z = x+ iy эквивалентно заданию двух действительных функций u

и v двух действительных аргументов x и y:

w = f (z) = u(x,y)+ iv(x,y).

Функция u(x,y) называется действительной, а функция v(x,y) — мнимой
частью функции w = f (z).

Таккакмножестводействительныхчиселявляетсяподмножествоммно-
жества комплексных чисел, то, естественно, определяемая функция ком-
плексного аргумента (например, w = ez) должна совпадать с аналогичной
функцией действительного аргумента.

В теории функций комплексного переменного доказывается теорема
единственности, по которой для широкого класса функций из совпадения
двух функций на оси Ox следует их тождественное равенство на всей ком-
плексной плоскости.

Показательная функция
Определим функцию комплексного переменного w = ez, задав её дей-

ствительную и мнимую части формулами

u(x,y) = ex cosy, v(x,y) = ex siny.

И, таким образом,
ez = exeiy = ex(cosy+ isiny). (4.3.1)

На действительной оси y = 0 эта функция совпадает с действительной
функцией ex. Можно было бы определить функцию w = ez равенством

ez = lim
n→∞

(
1+

z

n

)n

, которая также совпадает с ex на действительной оси

и, по теореме единственности, будет совпадать с функцией, определенной
формулой (4.3.1).

Символ eiy обладает свойствами показательной функции, поэтому оче-
видны следующие свойства функции ez:

1) ez1 ez2 = ex1 eiy1 ex2 eiy2 = ex1+x2ei(y1+y2) = ez1+z2 ,

2)
ez1

ez2
=

ex1 eiy1

ex2 eiy2
= ex1−x2ei(y1−y2) = ez1−z2 ,

3) (ez)n = (ex)n(eiy)n = enxeiny = enz.
Функция ez является периодической с чисто мнимым периодом T = 2πi;

действительно, для любого целого k имеем

ez+2kπi = eze2kπi = ez(cos2kπ+ isin2kπ) = ez.

170



Из определения показательной функции имеем |ez| = ex, Argez = y +
2kπi, где k — любое целое число. Отсюда, в свою очередь, получаем, что
показательная функция не обращается в нуль и на комплексной плоскости,
но может быть отрицательной (например, eiπ = −1).

Тригонометрические функции
Формулу (4.2.4) eiϕ = cosϕ+ isinϕ называютформулой Эйлера. Подстав-

ляя в неё −ϕ вместо ϕ и используя чётность косинуса и нечётность синуса,
получим e−iϕ = cosϕ− isinϕ. Складывая и вычитая эти две формулы, полу-
чим равенства

cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
,

справедливые для любых действительных ϕ.
Определим тригонометрические функции комплексного переменного

равенствами

sinz =
eiz − e−iz

2i
, cosz =

eiz + e−iz

2
(4.3.2)

Тангенс и котангенс полагаем равными

tgz =
sinz

cosz
, ctgz =

cosz

sinz
.

Для действительных z эти определения, очевидно, дают тригонометри-
ческие функции действительного переменного. Функции (4.3.2) сохраняют
почти все свойства тригонометрических функций действительного аргу-
мента. Например, периодичность этих функций с периодом 2π следует из
периодичности функции ez с периодом 2πi. В самом деле,

sin(z+2π) =
1

2i

(
ei(z+2π)− e−i(z+2π)

)
=

=
1

2i

(
eiz+2πi − e−iz+2πi

)
=

eiz − e−iz

2i
= sinz.

Также справедливы все тригонометрические формулы. Например,

sin2 z+ cos2 z =

(
eiz − e−iz

2i

)2

+

(
eiz + e−iz

2

)2

= 1,

2sinzcosz = 2
(eiz − e−iz

2i

)(eiz + e−iz

2

)
=

e2iz − e−2iz

2i
= sin2z.

Особое внимание следует обратить на то, что в отличие от тригономет-
рических функций действительного аргумента модули функций sinz и cosz

могут быть больше единицы и даже сколь угодно большими. В самом деле,
для действительных t → +∞

cos it =
1

2

(
et + e−t

)
→ ∞.
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Гиперболические функции комплексного аргумента определим равен-
ствами

shz =
ez − e−z

2
, chz =

ez + e−z

2
, (4.3.3)

thz =
shz

chz
, cthz =

chz

shz
.

Из этих определений следует, что shz и chz периодические с периодом
2πi, а thz и cthz имеют период πi.

Сравнивая формулы (4.3.2) и (4.3.3), получаем формулы, связывающие
тригонометрические и гиперболические функции

sinz = −ish iz, shz = −isin iz,
cosz = ch iz, chz = cos iz,
tgz = −i th iz, thz = −i tg iz,
ctgz = icth iz, cthz = ictg iz.

(4.3.4)

Отсюда следует, что любая тригонометрическая формула имеет аналог
в гиперболических функциях, и для получения этого аналога можно триго-
нометрические функции заменить на гиперболические по формулам (4.3.4).
Например,

1 = sin2 z+ cos2 z = (−ish iz)2 +(ch iz)2 = (ch iz)2 − (sh iz)2.

Заменяя здесь iz на z получаем основное гиперболическое тождество

ch2 z− sh2 z = 1.
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Глава 5.

Элементарная теория

предела

§ 5.1. Предел последовательности

5.1.1. Существо вопроса

При измерении величин различной природы мы получаем последова-
тельности приближенных значений этих величин, с которыми приходит-
ся работать. Например, при вычислении длины окружности по формуле
L = 2πR в качестве значения π можно взять одно из приближенных зна-
чений 3; 3,1; 3,14; 3,1415 и т. д., в зависимости от требуемой точности
вычислений. Таким образом, операции с величинами сводятся к операциям
над числовыми последовательностями, представляющими эти величины, и
мы вынуждены ответить на три следующих вопроса:

1. Как соотнести измерение величины ко всем возможным последова-
тельностям, приближающим эту величину?

2. Как по самой последовательности чисел определить, соответствует ли
она сколь угодно точному приближению некоторой величины?

3. Как связаны операции, например арифметики, над приближенными
значениями величин с теми же операциями над их точными значениями и
для каких операций допустима подмена величин их приближениями?

При изображении действительных чисел точками числовой оси при по-
мощи десятичной системы мы ответили на эти вопросы следующим обра-
зом:

1. Каждой точке M сопоставили числовую последователь-
ность (конечную или бесконечную) x1, x2, . . . , xn, . . . (xk =
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= βm . . .β1β0,α1 . . .αk, k = 1,2, . . . ,n, . . .), приближающую число

x = βm . . .β1β0,α1 . . .αn . . .

как угодно близко. Действительно, мы установили, что, ограничившись в
записи числа x n знаками после запятой, мы получаем представление числа
с погрешностью

ε = |x− xn| 6
1

10n
.

2. Каждой числовой последовательности в десятичной записи составим
некоторое число, причем если разность между двумя числами была как
угодно мала, то эти числа считались совпадающими.

3. Арифметические операции над числами x заменялись операциями над
приближениями xn этих чисел.

Теория предела — это раздел математического анализа, который уста-
навливает соответствие между операциями над величинами x, функциями
f (x) и их приближения.

Перейдем к изложению теории пределов.

5.1.2. Определение числовой последовательности и ее предела

Числовая функция f : N → R, областью определения которой является
множество N натуральных чисел, называется числовой последовательно-
стью действительных чисел, или просто числовой последовательностью.

Значения f (n), n ∈ N функции f называются членами последовательно-
сти, их принято обозначать xn = f (n) или fn = f (n); сама числовая после-
довательность есть пронумерованное множество ее членов и обозначается
в виде {xn} или x1, x2, . . . , xn, . . .

Примеры числовых последовательностей.
1. Множество четных чисел {2n} = 2,4, . . . ,2n, . . .
2. Последовательность простых чисел 1, 3, 5, 7, 11, 13 (общий вид члена

этой последовательности не вывести).

3. Последовательность обратных величин натуральных чисел 1,
1

2
, . . . ,

1

n
, . . .=

{
1

n

}
.

4. Последовательность рациональных чисел, приближающих число π:
x1 = 3; x2 = 3,1; x3 = 3,14; x4 = 3,141; x5 = 3,1415; (заметим, что |π− xn| 6

1

10n
).

Далее мы будем рассматривать только числовые последовательности
действительных чисел: f : N → R.

Определение предела числовой последовательности.
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Определение 5.1.1. ЧислоA ∈R называется пределом числовой последо-
вательности {xn}, если для любого ε > 0 существует номер n0 такой, что
при всех n > n0 будет |xn −A| < ε.

Геометрический смысл этого определения в том, что в как угодно малую
ε-окрестностьчислапорядкаnначисловойосиначиная снекоторогономера
n0 (зависящегоотразмераокрестности ε), попадаютвсечлены xn сномерами
n > n0 (или, что то же самое, вне любой ε-окрестности точки A находится
лишь конечное число членов данной последовательности) (рис 5.1).

AA− ε A+ ε

xn0+1xn0+2 . . .x1,x2,x3, . . . ,xp

Рис. 5.1

Тот факт, что A есть предел xn записывают в виде

lim
n→∞

xn = A

или xn → A при n → ∞.
Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, после-

довательность, не имеющая предела — расходящейся.

ПРИМЕР 5.1.1. 1.Последовательностьпростыхчиселрасходящаяся,т. к.
не существует самого большого простого числа (теорема Евклида).

2. Последовательность

{
1

n

}
имеет предел 0:

lim
n→∞

1

n
= 0.

3. xn = 1,9 . . .9︸ ︷︷ ︸
n

, lim
n→∞

xn = 2.

4. Последовательность 1, 2,
1

3
, 4,

1

5
, 6,

1

7
, . . . с n-м членом xn = n(−1)n

расходящаяся. Действительно, ее нечетные члены имеют вид 1/(2n + 1) и
стремятся к 0, а четные члены имеют вид 2n и неограниченно возраста-
ют, удаляясь от начала координат. Поэтому свойства «накапливаться»
членами xn около некоторого числа A здесь не наблюдается.

5.Последовательность (−1)n расходится,т.к. запределами (A−1/2;A+
1/2) любой точки A находится бесконечное число членов данной последова-
тельности.
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5.1.3. Свойства предела последовательности

Теорема 5.1.1 (об общих свойствах предела).

a) Сходящаяся последовательность имеет единственный предел.
b) Сходящаяся последовательность ограничена.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. a) пусть lim
n→∞

xn = A1 и lim
n→∞

xn = A2, ноA1 6= A2. Выберем

ε = 1/2 · |A1 −A2|. По определению предела существует n0 такое, что при n >
n0 все xn удовлетворяютнеравенству |A1 − xn|< ε, т. е. лежат в ε-окрестности
точки A1, (рис. 5.2). Тогда при этих же n ни одно из этих чисел не попадет
в ε-окрестность точки A2. Следовательно, A2 не может быть пределом, если
A2 6= A1. Свойство a) доказано.

A2A2 − ε A2 + ε
xn

A1A1 − ε A1 + ε

Рис. 5.2

Докажем b). Для заданного ε при n > n0 будет ε > |xn −A1|. Учиты-
вая свойства абсолютных значений, получаем ε > |xn −A1| > ||xn|− |A1|| ⇒
|xn| < |A1|+ ε (при n > n0). Поэтому максимальное значение из конечно-
го числа величин |x1|, |x2|, . . . , |xn0

|, |A1|+ ε ограничивает по абсолютной
величине все члены последовательности {xn}. Теорема доказана.

Определение 5.1.2. Бесконечно малой числовой последовательностью
называется последовательность {αn}, предел которой равен нулю:
lim
n→∞

αn = 0.

Сокращенно будем писать б. м. {αn}. Например,
{

sin
π

n

}
,

{
1

n

}
б. м.

последовательности.
Арифметические свойства б. м. последовательностей.
Сумма и произведение бесконечно малых является бесконечно малой

величиной: если {αn} и {βn} б. м. последовательности. Тогда {αn ±βn},
{αnβn}, {Cαn} (C — const) также б. м. последовательности.

Эти свойства несложно доказать исходя из определения б. м. последо-
вательности.

Аналогично можно ввести бесконечно большие последовательности —
это такие последовательности:

Бесконечно большая последовательность это такая числовая последо-
вательность {zn}, у которой для любого сколь угодно большого числа M
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начиная с некоторого номера n0 все члены |zn| > M (n > n0). (сокращенно
б. б.)

Нетрудно показать, что величина обратная бесконечно малой будет бес-
конечно большой. Учитывая равносильность неравенств (если αn 6= 0 для
всех n)

|αn| < ε ⇐⇒ 1

ε
<

1

|αn|
,

и то, что при ε >
1

M
будет

1

ε
> M, заключаем: числовая последовательность

{αn} б. м.⇐⇒ {zn} =

{
1

αn

}
б. б.

ПРИМЕР 5.1.2. {αn} =

{
1

n2 +1

}
б. м. {zn} =

{
1

αn

}
= {n2+

+1} б. б.
Нетрудно доказать, что сумма и произведение конечного числа беско-

нечно малых являются бесконечно малыми.
Докажем,что произведение бесконечно малой на ограниченную являет-

ся бесконечно малой. Напомним, что последовательность {Cn} ограничена,
еслисуществует такоечислоM, чтодлявсехnизNвыполняетсянеравенство
|Cn| 6 M.

Пусть {xn} б. м., Cn — ограниченная и |Cn| 6 M. Для любого малого
заданного ε > 0 выберем номер n0, начиная с которого, выполняется нера-

венство |xn|<
ε

M
. Тогда для этих же номеров n последовательности (n > n0),

{un} = {xnCn} имеем неравенство |un| = |xnCn| <
ε

M
M = ε, откуда следует,

что {un} б. м.
Теорема 5.1.2. (о необходимых и достаточных условиях существования

предела). Последовательность {xn} имеет пределом число A тогда и только
тогда, когда xn = A+∆n, где {∆n} является б. м. последовательностью.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть A = lim
n→∞

xn. Тогда из определения предела за-

ключаем, что xn −A является б. м.
Обратно. Пусть xn −A = ∆n б. м., тогда условие того, что ∆n б. м. эквива-

лентно условию того, что A = lim
n→∞

xn. Теорема доказана.

ПРИМЕР 5.1.3.

lim
n→∞

n2 −1

n2 +1
= lim

n→∞

(
n2 +1

n2 +1
− 2

n2 +1

)
=

= lim
n→∞

(
1− 2

n2 +1

)
= 1.
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Здесь

{
n2 −1

n2 +1

}
= 1+

{ −2

n2 +1

}
, A = 1, {∆n} =

{ −2

n2 +1

}
б. м.

Эта теорема позволяет рассмотреть предельный переход в арифметиче-
ских операциях.

Теорема 5.1.3. (об арифметических свойствах пределов).
Если lim

n→∞
xn = A, lim

n→∞
yn = B, то

a) lim
n→∞

(xn ± yn) = lim
n→∞

xn ± lim
n→∞

yn = A±B;

b) lim
n→∞

(xnyn) = ( lim
n→∞

xn)( lim
n→∞

yn) = AB. В частности, lim
n→∞

(Cxn) = CA, где

C — const;

c) lim
n→∞

(
xn

yn

)
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn

=
A

B
, если B 6= 0 и yn 6= 0, (n =

= 1,2, . . .).
d) Если xn = C — const, для любого n то lim

n→∞
xn = C.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ограничимся доказательством свойства b). Согласно
предыдущей теореме xn = A + ∆n, yn = B + δn, где ∆n и δn б. м. последова-
тельности. Поэтому

xnyn = (A+∆n)(B+δn) = AB+(Aδn +B∆n +δn∆n).

Ясно, что величина, стоящая в скобках, является бесконечно малой. Поэто-
му, опять-таки, согласно предыдущей теореме заключаем, что lim

n→∞
(xnyn) =

AB = lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn. Свойство lim
n→∞

(Cxn) =C lim
n→∞

xn следуетиз доказанного, ес-

ли рассмотреть последовательность с постоянным значением общего члена
yn = C (такая последовательность называется стационарной).

УПРАЖНЕНИЕ 5.1.1. Доказать свойства a), c) и d) предыдущей теоремы.

5.1.4. Понятие о неопределенностях. Техника нахождения пределов.

Еслидляпоследовательностипоследняятеоремаприменима, тонахождение
ее предела тривиально и неинтересно. Например, если числитель некоторой
дроби стремится к 5, а ее знаменатель стремится к 3, то сразу можно сказать,
что дробь стремится к 5/3, и нам совершенно не важны аналитические вы-
ражения числителя и знаменателя. В некоторых случаях, даже если теорема
не работает, мы также сразу можем сказать, чему равен предел, не делая ни-
каких преобразований. Пусть, например, числитель некоторой дроби xn/yn

стремится к константеC 6= 0, а ее знаменатель yn стремится к нулю (и, следо-
вательно, условия теоремы не выполняются). Очевидно, что в этом случае
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дробь yn/xn стремится к нулю, т.е. является бесконечно малой. А тогда на-
ша дробь, как величина обратная бесконечно малой, является бесконечно
большой и, следовательно, ее предел равен бесконечности.

Пусть теперь и числитель и знаменатель дроби xn/yn стремятся к нулю:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0. В этом случае величина предела lim
n→∞

xn

yn

будет зависеть

от скоростей стремления к нулю числителя и знаменателя. Если числитель
стремится к нулю значительно быстрее знаменателя, то дробь будет стре-
миться к нулю. Еслиже знаменатель стремится к нулю значительно быстрее
числителя, то, несмотря на убывание числителя, дробь будет стремиться к
бесконечности. Наконец, если скорости убывания числителя и знаменателя
одинаковы, то дробь будет стремиться к некоторому ненулевому числу. Рас-
смотрим это на примерах. Пусть xn = 1/n2, а yn = 1/n. Очевидно, xn убывает

быстрее yn. В этом случае lim
n→∞

xn

yn

= lim
n→∞

1/n2 : 1/n = lim
n→∞

1/n = 0. Аналогич-

но, если xn = 1/n, а yn = 1/n2 (ясно, что они обе стремятся к нулю), то дробь
xn/yn стремится к бесконечности. Наконец, если xn = 10/n, а yn = 5/n, то

lim
n→∞

xn

yn

= lim
n→∞

10/n : 5/n = lim
n→∞

2 = 2.

В этом случае говорят, что отношение xn/yn представляет собой неопре-

деленность вида (
0

0
). И для того, чтобы найти предел lim

n→∞

xn

yn

(или, как гово-

рят — раскрыть или разрешить неопределенность) нам необходимо знать
аналитические выражения числителя и знаменателя и провести некоторые
преобразования, которые приведут нашу дробь к такому виду, к которому
последняя теорема уже применима.

Нетрудно показать, что всего существует 7 неопределенностей:
0

0
,0 ·∞,

∞

∞
,∞−∞,00,∞0,1∞.

Из сказанного ясно, что эти выражения не являются арифметическими
операциями над символами, а они объясняют, почему мы делаем алгебраи-
ческие преобразования, а не записываем сразу ответ. Например,

lim
n→∞

2n+3

4n+5
= (

∞

∞
) = lim

n→∞

n(2+
3

n
)

n(4+
5

n
)

= lim
n→∞

2+
3

n

4+
5

n

=
2

4
=

1

2
.

Более подробно о неопределенностях и технике их разрешения будет
говориться дальше при рассмотрении пределов функций и при использова-
нии правила Лопиталя (параграфы 6.2 и 7.4).

Попоследнейтеоремепредел суммыравен суммедвухпределов.Нетруд-
но показать, что предел суммы конечного числа слагаемых, имеющих предел
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также равен сумме их пределов. Если же с ростом n число слагаемых растет,
то этим свойством пользоваться нельзя. Рассмотрим пример:

ПРИМЕР 5.1.4. Найти предел

lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ . . .+

n

n2
).

Напервый взгляд кажется, чтот.к. каждое слагаемое стремится к нулю,то
и весь предел также равен нулю. Но это не так. Используя формулу суммы
арифметической прогрессии, будем иметь

lim
n→∞

1+2+3+ . . .+n

n2
= lim

n→∞

n(n+1)

2
n2

=

= lim
n→∞

n2 +n

2n2
= lim

n→∞
(

1

2
+

1

2n
) =

1

2
.

5.1.5. Предельный переход в неравенствах

Основная связь операции предельного перехода и неравенств выража-
ется следующими двумя свойствами.

Свойства предельного перехода в неравенствах.
Пусть lim

n→∞
xn = A, lim

n→∞
yn = B. Тогда:

1) если начиная с некоторого n0, (n ≥ n0) выполняется неравенство xn <
yn, то A 6 B, т. е. lim

n→∞
xn 6 lim

n→∞
yn;

2) если A < B, то, начиная с некоторого номера n0 (n > n0), выполняется
неравенство xn < yn.

Опуская доказательство, ограничимся рассмотрением примеров.

ПРИМЕР 5.1.5.

1. {xn} =

{
1− 1

n

}
, {yn} =

{
1+

1

n

}
. Здесь xn < yn, а lim

n→∞
xn = 1 = lim

n→∞
yn.

2. {xn} =

{
1

n

}
, {yn} =

{
1− 1

n

}
. Здесь xn < yn при n > 3 и lim

n→∞
xn = 0 <

1 = lim
n→∞

yn.

УПРАЖНЕНИЕ 5.1.2. Привести примеры таких числовых последователь-
ностей {xn} и {yn} с lim

n→∞
xn = A и lim

n→∞
yn = B, что существует номер n0

такой, что при любом n > n0:
a) xn > yn, и A > B;
b) xn > yn, и A > B;
c) xn > B, и A > B;
d) xn > B, и A > B.
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5.1.6. Монотонные последовательности

Последовательность {xn} называют возрастающей, если при всех n ∈ N
будет xn < xn+1; неубывающей, если при всех n ∈ N xn 6 xn+1; убывающей,
еслипривсехn∈N xn > xn+1; невозрастающей, еслипривсехn∈N xn > xn+1.
Последовательности всех этих четырех типов называются монотонными
последовательностями.

Будем говорить, что последовательность {xn} ограничена сверху, если
xn 6 M для некоторого числа M, и ограничена снизу, если xn > M для всех
n ∈ N. Ограниченная последовательность — это последовательность, огра-
ниченная и сверху, и снизу. Но если последовательность ограничена толь-
ко снизу или сверху, то она может оказаться неограниченной. Например,
{xn} = {n} ограничена снизу любым отрицательным числом, а сверху не
ограничена.

Ограниченная числовая последовательность может не иметь предела.
Например последовательность {xn} = {sin(πn/2)} ограниченная числом 1,
но предела не имеет. При четных n = 2m x2m = 0, при нечетных n = 2m + 1

x2m+1 = ±1.
Отличительное свойство монотонных последовательностей состоит в

том, что любая ограниченная монотонная последовательность сходится.

Теорема 5.1.4 (Вейерштрасса). Неубывающая ограниченная сверху по-
следовательность имеет предел.

Если{xn} возрастающаямонотоннаяпоследовательность, то {−xn} убы-
вающая последовательность. Поэтому из теоремы Вейерштрасса следует,
что невозрастающая ограниченная снизу последовательность также имеет
предел.

5.1.7. Число e

Покажем, что последовательность xn =

(
1+

1

n

)n

имеет предел. Этот

предел называют числом e

e = lim
n→∞

(
1+

1

n

)n

≈ 2,7.

Этот предел принято называть вторым замечательным пределом. Обра-
тим внимание, что здесь мы имеем неопределенность вида 1∞ и в результате
получаем не единицу, как казалось должно было бы быть, а e ≈ 2,7.

Для доказательства воспользуемся неравенством Я. Бернулли, справед-
ливого для n ∈ N и α > −1

(1+α)n
> 1+nα
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(доказательствоэтогонеравенствапроводитсяметодомматематическойин-
дукции, и мы его опускаем).

Покажем вначале, что последовательность yn =

(
1+

1

n

)n+1

убывающая

(при n > 2). Используя неравенство Бернулли, преобразуем отношение

yn−1

yn

=

(
1+

1

n−1

)n

(
1+

1

n

)n+1
=

n2n

(n2 −1)n

n

n+1
=

=

(
1+

1

n2 −1

)n
n

n+1
>

(
1+

n

n2 −1

)
n

n+1
>

>

(
1+

1

n

)
n

n+1
= 1.

таким образом, yn−1 > yn и эта последовательность убывает. Так как yn > 0,
то она ограничена снизу и, согласно свойству монотонных последователь-
ностей, имеет предел. Воспользовавшись свойством предела произведения,
получаем существование предела

e = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
1+

1

n

)n

=

= lim
n→∞

(
1+

1

n

)n+1
1

1+
1

n+1

=

= lim
n→∞

yn lim
n→∞

1

1+
1

n

= lim
n→∞

yn.

Число e является иррациональным, e = 2,718281828459045 . . .

5.1.8. Применение к приближенным вычислениям

Метод доказательства арифметических свойств предела в п 5.1.3 содер-
жит алгоритм нахождения погрешности при арифметических операциях,
совершаемых с приближенными значениями чисел. Пусть, например, xn и
yn — приближенные значения чисел A и B с точностью до ε

A = xn +∆1, B = yn +∆2, |∆1 6 ε|, |∆2 6 ε|.
Тогда разность ‖AB−xnyn‖= |xn∆2 +yn∆1 +∆1∆2| дает абсолютную погреш-
ность величины xnyn, заменяющей значения AB. Оценим относительную
погрешность этой разности

∆ =
|AB− xnyn|

|AB| =
|xn∆2 + yn∆1 +∆1∆2|

|AB| .
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Учитывая, что |xn| 6 |A|+ ε, |yn| 6 |B|+ ε, находим

∆ 6
|xn|ε+ |yn|ε+ ε2

|AB| 6
|A|ε+ |B|ε+3ε2

|AB| 6

6

(
1

|B| +
1

|B|

)
ε+

3ε2

|AB| .

Применим это неравенство для нахождения относительной погрешности
при замене числа π2 приближенным значением (3,14)2 = 9,8596. Так как

|π− 3,14| = ε и ε <
1

102
, то, оставляя два знака после запятой, согласно

полученной выше оценке находим

∆ =
|π2 − (3,14)2|

π2
=

|π2 −9,85|
π2

6

(
1

π
+

1

π

)
1

102
+

3

π2104
,

откуда заключаем, что относительная погрешность

∆ 6
1

π102

(
2+

3

π102

)
<

1

102
.

УПРАЖНЕНИЕ 5.1.3. Оценить относительную погрешность значения
площади круга πR2, если значения π = 3,1415 . . .,R = 1,111 . . . учитываются
с точностью до третьего знака после запятой.

Указание: представить π = 3,142+ε1,R = 1,111+ε2, где ε1 и ε2 абсолют-
ные погрешности, не превосходящие значения 10−3.

§ 5.2. Предел числовой функции

5.2.1. Определение и примеры

Суть понятия предела функции заключается в том, что при приближе-
нии аргумента x из области определения f (x) к числу a, значение функции
f приближается к некоторому числу A. Это число A естественно назвать
пределом функции f (x) при x стремящемся к a. Для записи такого свойства
договоримся, что выражение «переменная величина u стремится к фикси-
рованному значению b» равносильно записи: для любого как угодно малого
числа ∆ > 0 выполняется |u−b| < ∆.

Определение 5.2.1 (предела функции по Коши). Будем говорить, что
функция f (x) стремится к A при x, стремящемся к a, если для любого числа
ε > 0 существует число δ > 0 такое, что выполнение неравенства 0 <
|x− a| < δ для x из области определения f влечет выполнение неравенства
| f (x)−A| < ε.
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Обратим внимание на то, что требование к значению f (x) попадать в
ε-окрестность числа A реализуется как следствие того, что x попадает в
подходящую δ-окрестность точки a

0 < |x−a| < δ =⇒ |A− f (x)| < ε.

Таким образом, вначале задается малое число ε, а затем по нему на-
ходится число δ (зависящее от ε, δ = δ(ε)), обеспечивающее указанное в
определении требование. Если A — предел f (x) при x, стремящемся к a, то
будем писать

A = lim
x→a

f (x) или f (x) → A при x → a.

ПРИМЕР 5.2.1. Покажем, что lim
x→0

xsin
1

x
= 0. Пусть ε > 0. Рассмотрим

неравенство

∣∣∣∣xsin
1

x

∣∣∣∣< ε. Таккак

∣∣∣∣sin
1

x

∣∣∣∣6 1прилюбых x 6= 0,тонеравенство

будет выполнено, если x < ε. В этом примере δ = δ(ε) = ε.

ПРИМЕР 5.2.2. Функция

sgnx =





1, при x > 0;

0, при x = 0;

−1, при x < 0.

(читается «сигнум x») при x → 0 предела не имеет.
Действительно, в любой δ-окрестности точки x = 0 функция sgnx при-

нимает значения −1, 0, 1. Поэтому каким бы ни было число A, если ε < 1,
никакой выбор δ > 0 не обеспечивает попадания значений функции sgnx в
ε-окрестность A (рис. 5.3).

A

A− ε

A+ ε

−δ δ

y = sgnx

Рис. 5.3
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Иногда бывает проще переформулировать данное определение предела
в терминах "окрестностей":

Определение 5.2.2. ЧислоA являетсяпределомфункции f (x)при x стре-
мящемся к a, если для любой ε—окрестноститочкиA, найдетсятакая δ—
окрестность точки a, что значения функции попадут в ε — окрестность
для всех значений аргумента, попавших в указанную δ — окрестность.

Покажем, например, что если функция имеет предел, то он единственен.
В самом деле, предположим, что при x → a функция имеет два предела: A

и B и A 6= B. Возьмем две ε — окрестности точек A и B: (A− ε1;A + ε1) и
(B− ε2;B+ ε2) не имеющие общих точек. Но тогда должна найтись такая δ
— окрестность точки a, что значения функции в точках этой окрестности
должны одновременно находиться в двух непересекающихся интервалах,
что очевидно невозможно. Следовательно, A = B.

Также нетрудно показать, что если функция имеет предел в некото-
рой точке, то она ограничена в некоторой окрестности этой точки: пусть
lim
x→a

f (x) = A и A 6= ∞. Тогда существует некоторая δ-окрестность точки a, в

которой величина | f (x)| ограничена: | f (x)| 6 M — const при |x−a| < δ.
Рассмотренное определение предела иногда называют определением

предела "на языке ε− δ". Кроме этого можно определить предел функции
"на языке последовательностей":

Определение 5.2.3. Число A является пределом функции f (x) при
x,стремящемся к a, если для любой последовательности {xn}, сходящейся
к a, последовательность значений функции yn = f (xn) будет сходиться к A.

Можно доказать, что эти два определения эквивалентны, т.е. если найти
предел функции пользуясь одним из этих определением, то он обязательно
будет совпадать с пределом, найденным по другому определению.

Кроме того, используя определение предела функции "на языке после-
довательностей часто бывает легко показать, что некоторый предел не су-
ществует.

ПРИМЕР 5.2.3. Показать, что lim
x→0

sin
1

x
не существует. В самом деле,

рассмотрим две последовательности {xn =
1

πn
и x̃n =

1

π/2+2πn
,n ∈ N. Обе

эти последовательности стремятся к нулю при n → ∞. Очевидно, yn =
sinxn = 0 и ỹn = sin x̃n = 1. Но если бы предел существовал, то он был бы
одним и тем же для всех последовательностей аргументов, стремящихся к
бесконечности. Значит, данного предела не существует.
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Но самое ценное, это то, что все свойства пределов сформулированные
для последовательностей, автоматически справедливы и для функций.

И мы ограничимся уточнениями некоторых понятий и перечислением
основных свойств предела функций.

Бесконечно малой функцией называется функция, определенная в
окрестности точки a со свойством lim

x→a
f (x) = 0.

Свойства бесконечно малых функций
Пусть α(x) и β(x)—бесконечно малые функции при x → a. Тогда α(x)+

β(x), α(x)β(x) и Cα(x), где C — const, являются также бесконечно малыми
функциями при x → a.

Бесконечно большой функцией называется функция, определенная в
окрестности точки a, со свойством: для любого натурального числа N су-
ществует число δ > 0 такое, что выполняется импликация

|x−a| < δ =⇒ | f (x)| > N.

В этом случае будем писать lim
x→a

f (x) = ±∞, в зависимости от знака f (x)
при x → a.

Также будем считать, что запись x →±∞ означает, что функция |x| есть
бесконечно большая величина. Запись lim

x→±∞
f (x) = ±∞ будем употреблять,

когда аргумент f (x) есть бесконечно большая величина.
Функция f (x) является бесконечно большой при x → a тогда и только

тогда, когда функция
1

f (x)
является бесконечно малой при x → a.

ЗАМЕЧАНИЕ 5.2.1. В связи с введением понятия бесконечно большой пе-
ременной величины можно (и нужно) ввести понятие предела при x →±∞.

Будем говорить, что lim
x→+∞ (x→−∞)

f (x) = A, еслидлялюбого ε > 0найдется

такое натуральное N, что из условия x > N (x < −N) следует выполнение
неравенства | f (x)−A| < ε.

Далее в операциях с пределами x → a, где a может быть как конечным,
так и бесконечностью того или иного знака.

Необходимое и достаточное условие существования предела. Функция
f (x) имеет предел число A при x → a тогда и только тогда, когда f (x) =
A+α(x), где α(x) — бесконечно малая функция при x → a.

Арифметические свойства предела функции.Пусть функции f (x) и g(x)
определены в окрестности точки x = a. Тогда, если lim

x→a
f (x) = A, lim

x→a
g(x) = B,

то
a) для постояннойфункцииC(x) =C— const для любого x, выполняется:

lim
x→a

C = C;

b) lim
x→a

( f (x)+g(x)) = lim
x→a

f (x)+ lim
x→a

g(x) = A+B;
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c) lim
x→a

( f (x)g(x)) = lim
x→a

f (x) lim
x→a

g(x) = AB (в частности, lim
x→a

(C f (x)) =

C lim
x→a

f (x) = CA, гдеC — const);

d) lim
x→a

f (x)

g(x)
=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
=

A

B
, при условии, что B = lim

x→a
g(x) 6=

6= 0.

5.2.2. Предельный переход в неравенствах

Пусть lim
x→a

f (x) = A и lim
x→a

g(x) = B. Тогда, если в некоторой окрестности
точки x = a

a) выполнено f (x) > g(x), то A > B;
b) выполнено f (x) > g(x), то A > B;
c) выполнено f (x) > B, то A > B;
d) выполнено f (x) > B, то A > B.

5.2.3. Первый замечательный предел

Применим изученные свойства пределов к доказательству одного из
важнейших пределов

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Доказательство этого равенства разобьем на несколько этапов.

1. В круге единичного радиуса через x

обозначим радианную меру угла, образо-
ванного направлением OA с положитель-
ным направлением оси Ox. Пусть BC —
касательная к окружности,C — точка ка-
сания, AC — хорда и угол x ∈ (0,π/2)
(рис. 5.4).

O

x

y

A

B

C

Рис. 5.4
2. Вычислим площади:

площадь ∆ OAC: S∆ OAC =
1

2
OA ·OC sinx =

1

2
sinx;

площадь сектора OAC: SOAC =
1

2
x;

площадь ∆ OBC: S∆ OBC =
1

2
OC ·OC tgx =

1

2
tgx.
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Между этими площадями выполняется соотношение

S∆ OAC < SOAC < S∆ OBC.

Подставляя значение этих площадей, получим
1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tgx.

3. Выполняя деление в этихнеравенствах на sinx, и, переходя к обратным
величинам, получим

cosx <
sinx

x
< 1.

Так как функции cosx и
sinx

x
четные, то полученные неравенства верны

и при x ∈ (−π/2,0).
4. Совершая предельный переход при x → 0 в полученных неравенствах,

согласно свойствам п 5.2.2, получим

1 = lim
x→0

cosx 6 lim
x→0

sinx

x
6 1,

откуда следует требуемое равенство.

ПРИМЕР 5.2.4.

1. lim
x→0

tgx

x
= lim

x→0

1

cosx
lim
x→0

sinx

x
= 1.

2. lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2sin2 x

2
x2

=
1

2
lim
x→0

sin2 x

2( x

2

)2
=

=
1

2
lim
x→0

sin
x

2
x

2

lim
x→0

sin
x

2
x

2

=
1

2
.

3. lim
x→0

sinαx

sinβx
=

lim
x→0

sinαx

αx
αx

lim
x→0

sinβx

βx
βx

=
lim
x→0

sinαx

αx

lim
x→0

sinβx

βx

lim
x→0

αx

βx
=

α

β
.

5.2.4. Предел сложной функции

Пусть определены функции y = ϕ(x), f (y) и их композиция — сложная
функция f (ϕ(x)) = Φ(x). Тогда предел (если он существует) lim

x→x0

Φ(x) на-

зывается пределом сложной функции f (ϕ(x)) при x → x0. Как вычислить
предел сложной функции через пределы функций f и ϕ, входящих в компо-
зицию Φ = f ◦ϕ? Ответ дает следующее утверждение.
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Теорема 5.2.1. (о пределе сложной функции). Пусть определеныфункции
y = ϕ(x), f (y) и их композиция Φ(x) = f (ϕ(x)). Пусть существуют пределы
lim

x→x0

ϕ(x) = a, lim
y→a

f (y) = A. Тогда существует предел сложной функции

lim
x→x0

f (ϕ(x)) = lim
y→a

f (y) = A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу существования пределов lim
y→a

f (y) = A и

lim
x→x0

ϕ(x) = a. Вначале для любого ε > 0 выберем ε1 > 0 так, что

|y−a| < ε1 =⇒ | f (y)−A| < ε;

затем для заданного ε1 выберем δ > 0 так, чтобы
|x− x0| < δ =⇒ |ϕ(x)−a| < ε1.

Если теперь для заданного ε > 0 взять полученное δ > 0, то выполняется
следующая логическая цепочка

|x− x0| < δ =⇒ |ϕ(x)−a| = |y−a| < ε1 =⇒ | f (y)−A| < ε.

Сравнивая первое и последнее неравенства этой цепочки и учитывая,
что y = ϕ(x), получаем импликацию

|x− x0| < δ =⇒ |Φ(x)−A| < ε,

которое означает, что lim
x→x0

Φ(x) = A. Теорема доказана.

5.2.5. Второй замечательный предел

Так называется предел

lim
x→0

(1+ x)

1

x = e = 2,718 . . .

Мыопускаем доказательство существования этого предела. В предполо-
жении, что он существует, вычислим его значение. Выбирая способ стрем-

ления x → 0 в виде x = xn =
1

n
→ 0 (при n → ∞). Согласно вычислению числа

e = 2.71828... в п 5.1.7, находим

lim
xn→0

(1+ xn)

1

xn = lim
n→∞

(1+
1

n
)n = e = 2.718 . . .

ПРИМЕР 5.2.5.

1. lim
x→0

(1 − x)

1

x = lim
x→0

(1 + (−x))

−1

−x = lim
x→0

1

(1+(−x))

1

−x

=

=


 lim

−x→0
(1+(−x))

1

−x




−1

=
1

e
.
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2. lim
x→0

ln(1+ x)

x
= lim

x→0
ln(1+ x)1/x = lne = 1.

5.2.6. Предел монотонной функции

Определение 5.2.4. Функция f (x), определенная на E ⊂ R называется
возрастающей на E , если при любых x1,x2 ∈ E

x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2);

неубывающей на E , если при любых x1,x2 ∈ E

x1 < x2 ⇒ f (x1) 6 f (x2);

невозрастающей на E , если при любых x1,x2 ∈ E

x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2);

убывающей на E , если при любых x1,x2 ∈ E

x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).

Функции, обладающие одним из указанных свойств называются моно-
тонными на множестве E .

Теорема 5.2.2. (о пределе монотонной функции). Если функция f (x) мо-
нотонновозрастает(убывает)вокрестноститочки x0 иограничена сверху
(снизу), то она имеет предел.

Доказательство этой теоремы мы опускаем.

5.2.7. Односторонние пределы

Будем говорить, что f (x) имеет предел A слева в точке x0 (или левый
предел A), если f (x) → A при выполнении двух условий: x → x0 и x < x0.
Аналогично, f (x) имеет предел B справа в точке x0 (или правый предел
B), если f (x) → B при x → x0 и x < x0. Для обозначения левого предела
используется запись

A = lim
x→x0−0

f (x) = f (x0 −0)

(читается:предел слева вточке x0). Аналогичнообозначаетсяправыйпредел

B = lim
x→x0+0

f (x) = f (x0 +0)

(читается: предел справа в точке x0).

ПРИМЕР 5.2.6.
1. Пусть

f (x) =

{
1, при x 6 0;

−1, при x > 0.
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Имеем
lim

x→0−0
f (x) = 1, lim

x→0+0
f (x) = −1.

2. Пусть

f (x) =

{
1, при x < 0;

cosx,, при x > 0.

В этом случае lim
x→0−0

f (x) = 1 = lim
x→0+0

f (x).

ЗАМЕЧАНИЕ 5.2.2. Сравнивая определение предела функции из п 5.2.1 и
понятия односторонних пределов, приходим к следующему утверждению:
функция f (x) имеет предел в точке x0 тогда и только тогда, когда в этой
точке она имеет равные левый и правый пределы.

В рассмотренном примере 5.2.6.1 f (x) не имеет предела в точке x = 0

(левый и правыйпределыне совпадают); в примере 5.2.6.2 f (x) имеет предел
в точке x = 0.

§ 5.3. Непрерывные функции

5.3.1. Определение и примеры

Интуитивное представление о непрерывной функции связано с таким
процессом измерения, в котором измеряемая переменная величина мыс-
ленно определена для всех значений аргумента и может быть измерена со
сколь угодно хорошей точностью. Принято считать, что такими свойствами
обладают временные и пространственные протяженности. Задачи измере-
ния переменной величины составляют суть теории предела и обсуждались
в § 0.3. Отвлечемся от физического содержания переменной величины и
обратимся к числовым функциям, представляющим эти величины. Тогда
интуитивное понятие непрерывности принимает строгое определение.

Определение 5.3.1. Функция f (x) называется непрерывной в точке x0,
если выполнены следующие условия:

1) f (x) определена в точке x0 и в некоторой ее окрестности;
2) существует предел lim

x→x0

f (x);

3) этот предел равен значению функции в точке x0

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Функция f (x) называется непрерывной на множестве E числовой оси R,
если f (x) непрерывна в каждой точке x ∈ E .
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ПРИМЕР 5.3.1.

1) f (x) = xsin
1

x
(см. пример 5.2.1 из п 5.2.1). Эта функция определена в

некоторой окрестности точки x = 0, но не определена в самой точке x = 0.
Поэтому, несмотря на то, что существует предел f (x) → 0 при x → 0, эта
функция не является непрерывной в точке x = 0, так как нельзя сказать,
что f (x) → f (0) при x → 0.

2) Пусть

y(x) =

{
sinx

x
, при x 6= 0;

1, при x = 0.

Эта функция определена в точке x = 0 (y(0) = 1), и в ее окрестности,
имеет предел при x → 0 и этот предел равен значению функции в точке

x = 0:
sinx

x
→ 1 = y(0), при x → 0, см. 5.2.4 — первый замечательный предел.

5.3.2. Операции над непрерывными функциями

Определяющим свойством непрерывной функции является то, что она
имеет пределом свое значение во всех точках определения. Поэтому непре-
рывные функции сохраняют все свойства предела числовой функции. Пе-
речислим эти свойства.

Арифметические операции над непрерывными функциями (сложение,
вычитание, умножение и деление, если делитель не обращается в ноль) дают
снова непрерывные функции в области их определения.

Композиция двух и более непрерывных функций в области своего опреде-
ления снова является непрерывной функцией.

ПРИМЕР 5.3.2.
1) f (x) = lnsinx определена и непрерывна при x ∈ (2πk,2πk+

+π), k = 0,±1,±2, . . .
2) ϕ(x) = ln tgx определена и непрерывна при x ∈ (πk,πk+

+π/2), k = 0,±1,±2, . . .
3) ψ(x) = f (x)+ ϕ(x) = lnsinx + ln tgx определена и непрерывна при x ∈

(2πk,2πk +π/2), k = 0,1,2, . . .

5.3.3. Свойства функции, непрерывной на

замкнутом промежутке

Функция f (x), непрерывная на открытом интервале (a,b), называется
непрерывной на замкнутоминтервале [a,b], если существует правыйпредел
в точке a, равный f (a) и левый предел в точке b, равный f (b):

lim
x→a+0

f (x) = f (a), lim
x→b−0

f (x) = f (b).
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Например, функция y = sin
1

x
определена и непрерывна на (0,1]; в точке

x = 0 она не определена и при x → 0 предела не имеет.
Функции, непрерывные на замкнутом промежутке обладают следующи-

ми фундаментальными свойствами:
Первая теорема Вейерштрасса. Если функция непрерывна на замкну-

том промежутке, то она ограничена на этом промежутке.
Вторая теорема Вейерштрасса. Если функция непрерывна на замкну-

том промежутке, то она принимает на этом промежутке свои наибольшее
M и наименьшее m значения, т. е. существуют x1 и x2 ∈ [a,b] такие, что

m = f (x1) 6 f (x) 6 f (x2) = M

для всех x ∈ [a,b].
Теорема о промежуточных эначениях. Если функция непрерывна на

замкнутом промежутке, то она принимает все значения между своими наи-
меньшимmинаибольшимM значениями,т. е. для любого числаA,m < A < M,
существует точка x0 ∈ (a,b) такая, что f (x0) = A.

ТеоремаБольцано-Коши. Еслифункция непрерывна на замкнутом про-
межутке и принимаетна концах этого промежутка значения разных знаков
(т. е. f (a) f (b) < 0), то внутри этого промежутка существует хотя бы од-
на точка x0, такая, что f (x0) = 0.

Мы опускаем доказательство этих свойств, ограничившись их иллю-
страцией, рис. 5.5.

O

x

y

m

M

a bx1x2

O

x
x

y

m

M

a

bx0

A

Рис. 5.5

5.3.4. Непрерывность обратной функции

Рассмотрим пример функции (рис. 5.6)

y = f (x) =

{
x, при x ∈ [0,1)

x−1, при x ∈ [2,3].
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(стрелкой на графике будем указывать точку, которая этому графику не
принадлежит).

Этафункциямонотонна, непрерывнаи взаимнооднозначно отображает
точки множества E = [0,1)∪ [2,3] на точки замкнутого интервала [0,2].
Обратная к ней функция

x = f−1(y) =

{
y, при y ∈ [0,1)

y+1, при y ∈ [1,2],

разрывна в точке x = 1, так как

lim
y→1−0

f−1(y) = 1 6= lim
y→1+0

f−1(y) = 2.

O

x

y

1

1

2

2

3
O

x

y

1

1

2

2

Рис. 5.6 Рис. 5.7

Вывод: непрерывное взаимно однозначное отображение
f : E → [c,d], определенное на некотором числовом множестве E мо-
жет иметь обратное отображение, не являющееся непрерывным.

ОднакоеслимножествоE —интервал, товерноследующееутверждение.

Теорема 5.3.1. (об обратной функции). Пусть f : [a,b]→ [c,d]—взаим-
но однозначное и непрерывное отображение интервала [a,b] на [c,d]. Тогда
обратное отображение также непрерывно.

ЗАМЕЧАНИЕ 5.3.1. Есличисловаяфункцияодногопеременноготольковоз-
растает (или только убывает) в области своего определения, то она мо-
жети не быть взаимно однозначной, как, например, f (x) = tgx, x 6= π/2+πk,
k =±1,±2, . . .Обратно, еслифункция взаимно однозначно отображает от-
резок, она не обязательно монотонна, например функция на рис. 5.7:

y =

{
x, при x ∈ [0,1)

3− x, при x ∈ [1,2].
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5.3.5. Непрерывность элементарных функций

Всякая элементарнаяфункция согласно своему определению (см. п 0.6.4)
естьрезультатконечногочисла арифметическихопераций, операцийвзятия
обратнойфункциии операций композициинад основными элементарными
функциямиy = ax+b,y = sinxи loga x.Этиосновныеэлементарныефункции
являются непрерывными в своих областях определения (см. упражнения
ниже). Поэтому согласно свойствам непрерывных функций непрерывной
будет любая элементарная функция в области своего определения.

УПРАЖНЕНИЕ 5.3.1. Доказать непрерывность основных элементарных
функций: ax+b, sinx, loga x.

Указание: преобразовать разности f (x+h)− f (x) этих функций и пока-
зать, что при h → 0 будет выполняться свойство | f (x+h)− f (x)| → 0. Затем
воспользоваться эквивалентностьюопределениянепрерывности f (x) в точ-
ке x0 и импликации

x → x0 =⇒ f (x) → f (x0).

5.3.6. Сравнение бесконечно малых функций

Стремление бесконечно малой функции к нулю может происходить с
различными скоростями как относительно аргумента, так и относительно
других бесконечно малых функций. Приведем соответствующие определе-
ния.

Классификация бесконечно малых функций
Пусть α(x) и β(x)—бесконечно малые функции при x → x0. Тогда будем

говорить, что:
1) α и β — бесконечно малые одного порядка малости при x → x0, если

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= const 6= 0

(обозначается α = O(β), читается α есть O-большое от β);
2) α и β — эквивалентные бесконечно малые при x → x0, если

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1

(в этом случае будемписатьα(x)∼ β(x)при x→ x0, читаетсяα эквивалентно
β);

3) α(x) является бесконечно малой более высокого порядка, чем β(x),
если

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0,
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(обозначается α = o(β), читается α есть o-малое от β);
4) α является бесконечно малой порядка k относительно бесконечно

малой β при x → x0, если

lim
x→x0

α(x)

(β(x))k
= const 6= 0.

ЗАМЕЧАНИЕ 5.3.2. Учитывая, что γ(x) =
1

α(x)
есть бесконечно большая

функция, если α — бесконечно малая функция, можно сформулировать ана-
логичную классификацию сравнения бесконечно больших функций.

Особуюрольпринахождениипределовимеют эквивалентные бесконеч-
номалые.Ониже являются источникомполучения приближенныхформул,
встречающихся в физике, механике и т.п. Например, из первого замечатель-
ного предела следует, что при x → 0sinx ∼ x и поэтому в уравнение коле-
бания длинного маятника входит угол α, а не sinα, как следует из вывода
этого уравнения.

Рассмотрим свойства эквивалентных бесконечно малых. Пусть далее

всюду до конца данного параграфа α,β,γ —бесконечно малые при x → x0.
1) Если α ∼ β,то β ∼ α;

В самом деле, по условию lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1. Но тогда lim

x→x0

β(x)

α(x)
=

lim
x→x0

1/
α(x)

β(x)
= 1.

Применительно к нахождению пределов это свойство означает, что если

нам известно, что lim
x→0

ln(1+ x

x
= 1, то без каких-либо обоснований можем

утверждать, что и lim
x→0

x

ln(1+ x
= 1,

2) Если α ∼ β и β ∼ γ,то α ∼ γ;

В самом деле, lim
x→x0

α(x)

γ(x)
= lim

x→x0

α(x)

β(x)
· β(x)

γ(x)
= 1.

3)Еслиα1 ∼α2, то γ = α1−α2 являетсябесконечномалойболеевысокого
порядка, чем каждая из данных бесконечно малых α1 и α2, т.е.

lim
x→x0

γ(x)

αi(x)
= lim

x→x0

α1(x)−α2(x)

αi(x)
= 0, i = 1,2.

Предлагаем убедиться в этом самостоятельно. Смысл этого свойства
рассмотрим на примере:

ПРИМЕР 5.3.3. Найти предел lim
x→0

sinx− tgx

x3
.
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Выше было показано, что sinx ∼ x и tgx ∼ x и если в числителе заменить
синус и тангенс на эквивалентные величины, то получим в ответе нуль. Но
это неверно именно по свойству 3). По свойствам 1) и 2) при x → 0 синус
и тангенс эквивалентны. И, значит их разность будет бесконечно малой
более высокого порядка, чем первый. Но какого? Рассмотрим верное решение
данного примера.

lim
x→0

tgx− sinx

x3
= lim

x→0

sinx

cosx
− sinx

x3
= lim

x→0

sinx(1− cosx)

x3 cosx
=

lim
x→0

sinx(1− cos2 x)

x3 cosx(1+ cosx)
= lim

x→0

sin3 x

x3 cosx(1+ cosx)
= 1/2.

4)Предел отношениябесконечномалыхнеизменится, если заменить эти
бесконечно малые эквивалентными, т.е., если α ∼ α∗ и β ∼ β∗ при x → x0, то

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim

x→x0

α∗(x)
β∗(x)

.

В самом деле, lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim

x→x0

α(x)

α∗(x)
· α∗(x)

β∗(x)
· β∗(x)

β(x)
= lim

x→x0

α∗(x)
β∗(x)

.

Последнее свойство эффективно при разрешении неопределенностей

вида (
0

0
), если мы будем иметь достаточно большую таблицу основных

эквивалентностей: при α → 0

1) sinα ∼ α;
2) arcsinα ∼ α;
3) tgα ∼ α;
4) 1− cosα ∼ α2/2;
5) ln(1+α) ∼ α;
6) loga(1+α) ∼ α/ lna;
7) eα −1 ∼ α;
8) aα −1 ∼ α lna;
9) (1+α)m −1 ∼ αm.
Первые четыре эквивалентности — это первый замечательный пре-

дел и следствия из него. Пятая эквивалентность получена выше, как след-
ствие из второго замечательного предела. Формулу 7) можно получить так:
Обозначим eα − 1 = β. Ясно, что β → 0 при x → x0. Выразим α через β:

eα = 1+β,α = ln(1+β). Следовательно, lim
x→x0

eα −1

α
= lim

x→x0

β

ln(1+β)
= 1.

Восьмая эквивалентность получается из седьмой с использованием ос-
новного логарифмического тождества: aα −1 = eα lna−1 ∼ α lna.

Несколько сложнее доказывается последняя, девятая эквивалентность.
Обозначим (1+α)m−1 = β. Ясно, чтоβ→ 0при x→ x0.Отсюдаm ln(1+α) =
ln(1+β). Следовательно,
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lim
x→x0

(1+α)m −1

αm
=

β

αm
=

β

ln(1+β)
· m ln(1+α)

αm
= 1.

ПРИМЕР 5.3.4.
1) Найти предел

lim
x→0

sinkx

sin lx
.

Здесь мы имеем неопределенность вида (
0

0
). Так

как kx, lx бесконечно малые, то lim
x→0

sinkx

sin lx
=

= lim
x→0

kx

lx
=

k

l
.

2) Найти предел

lim
x→0

1− cos2x

sin2 3x
.

А здесь какая неопределенность? Так как 1− cos2x ∼ (2x)2 = 2x2 и sin2 3x ∼

(3x)2 = 9x2, то lim
x→0

1− cos2x

sin2 3x
= lim

x→0

2x2

9x2
=

2

9
.

3) Найти предел

lim
x→π/4

ln tgx

sinx− cosx
.

Здесь мы также имеем неопределенность вида (
0

0
). Чтобы использовать

пятую неопределенность, прибавим и отнимем ктангенсу единицу: ln tgx =
ln(1+(tgx−1) ∼ tgx−1, т.к. tgx−1 → 0 при x → π/4. Значит,

lim
x→π/4

ln tgx

sinx− cosx
= lim

x→π/4

tgx−1

sinx− cosx
= lim

x→π/4

sinx/cosx−1

sinx− cosx
=

= lim
x→π/4

1

cosx
=
√

2.

4) Найти предел

lim
x→0

ex2 − e−x2

lncosx
.

Здесь у нас неопределенность вида (
0

0
). В числителе вынесем за скобку e−x2

,

а в знаменателе к косинусу прибавим единицу:

lim
x→0

ex2 − e−x2

lncosx
= lim

x→0
e−x2 e2x2 −1

ln(1+(cosx−1))
= lim

x→0
e−x2 2x2

(cosx−1)
=

lim
x→0

2x2

−x2/2
= −4.

4) Найти предел

lim
x→∞

(2x+3

2x+4

)2x+5

.
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Здесь у нас неопределенность вида (1∞). Воспользуемся основным логариф-
мическим тождеством:

lim
x→∞

(2x+3

2x+4

)2x+5

= lim
x→∞

e
ln
(2x+3

2x+4

)2x+5

= lim
x→∞

e
(2x+5) ln

(2x+3

2x+4

)
.

В аргументе у логарифма выделим целую часть:
2x+3

2x+4
=

(2x+4)−1

2x+4
=

1+
−1

2x+4
.

Но тогда

ln
(2x+3

2x+4

)
= ln(1 +

−1

2x+4
)] ∼ −1

2x+4
(Т.к.

−1

2x+4
— бесконечно малая

при x → ∞).
Следовательно наш предел равен

lim
x→∞

e
(2x+5)·

−1

2x+4 = e
−

2+5/x

2+4/x = e−1.

Нижемырассмотрим еще один способ нахождения пределов—правило
Лопиталя, которое использует производные.

5.3.7. Три типа разрыва непрерывности функций

Будем говорить, что функция f (x) имеет разрыв в точке x0, если в этой
точке f (x) не является непрерывной. Различают следующие типы разрывов:

1. Устранимый разрыв в точке x0 определяется как ситуация, в которой
f (x) определена в окрестности точки x0 и имеет предел

lim
x→x0

f (x) = A

но при этом либо f не определена в точке x0, либо f (x0) определена, но
f (x0) 6= A. Впервомслучаефункцию f (x)доопределяютв точке x0 значением
A, а вовторомслучае еепереопределяют,полагая зановоевточке x0 значение
A. После чего функция становится непрерывной.

Например, y =
sinx

x
при x → 0 имеет такой устранимый разрыв. Дей-

ствительно, достаточно положить

y =

{
sinx

x
, при x 6= 0

1, при x = 0

и y(x) станет непрерывной в точке x = 0 (см. первый замечательныйпредел).

Аналогичной является функция y = xsin
1

x
, (см. пример 5.2.1, п 5.2.1).
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Здесь также существует lim
x→0

xsin
1

x
= 0, поэтому доопределенная функ-

ция

y =

{
xsin

1

x
, при x 6= 0

0, при x = 0

также становится непрерывной.
2. Разрыв первого рода (скачок) в точке x0 определяется как несовпадение

левого и правого предела при x → x0:

lim
x→x0−0

f (x) = f (x0 −0) 6= lim
x→x0+0

f (x) = f (x0 +0).

Поскольку левый и правый предел
существуют, то этот случай называют
скачком функции f (x) в точке x0. Сам
скачок вычисляется как разность преде-
ла справа и слева: f (x0 +0)− f (x0−0) (на
рис. 5.8 обозначено f+ = f (x0 +0) и f− =
= f (x0 −0)).

O
x

y

x0

f+

f−

Рис. 5.8
3. Разрыв второго рода в точке x0 определяется отсутствием (не суще-

ствованием) хотя бы одного из односторонних пределов. Это равносильно
тому, что хотя бы один из пределов либо не существует, либо бесконечен:

ПРИМЕР 5.3.5. y = sin
π

x
. Эта функция при x → 0 предела не имеет ни

справа, ни слева.

Действительно, пусть xk =
1

k
, k = 1,2, . . ., тогда y(xk) = sinπk = 0

и lim
xk→0

y(xk) = 0; если взять x′k =
2

4k +1
, то y(x′k) = sin

π

2
(4k + 1) =

sin
(π

2
+2πk

)
= 1. Следовательно, lim

x′
k
→0

y(x′k) = 1. Таким образом, в любой

как угодно малой окрестности точки x = 0 справа будут существовать зна-
чения функции, равные 0 и 1, что противоречит существованию предела.
Аналогично проверяется несуществование предела слева в точке x = 0.

УПРАЖНЕНИЕ 5.3.2. Показать, что функция y = a

1

1− x , (a > 1) имеет
разрыв второго рода в точке x = 1.

Указание: Вычислить lim
x→1−0

a

1

1− x = ∞ и lim
x→1+0

a

1

1− x = 0.
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Глава 6.

Дифференциальное

исчисление функции одной

переменной

§ 6.1. Производная и дифференциал

6.1.1. Вычисление скорости прямолинейного

движения

Процесс движения точки вдоль прямой называется прямолинейным
движением точки и определяется законом движения S = ϕ(t), указываю-
щим координату S на числовой оси в момент времени t. Согласно этому за-
кону за каждый определенный промежуток времени ∆t = t − t0, отсчитыва-
емый от момента времени t0, точка проходит расстояние ∆S = ϕ(t)−ϕ(t0) =
ϕ(t +∆t)−ϕ(t0) со средней скоростью

vср =
∆S

∆t
Чем меньше временной промежуток ∆t, тем точнее измеряется средняя
скорость перемещения ∆S за время ∆t. Принято считать, что в процессе
уменьшения интервала ∆t мы будем получать значение средних скоростей
в момент времени t0. Таким образом, мы приходим к понятию истинной
скорости в момент времени t0, определяемой пределом

lim
∆t→0

ϕ(t0 +∆t)−ϕ(t0)

∆t
= lim

∆t→0

∆S

∆t
= v(t0).

Заметим, что если этот предел не существует, то величина скорости в
момент времени t0 не определена.
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ПРИМЕР 6.1.1.
1. Закон движения задается зависимостью координаты x от времени t

x =
gt2

2
. Найти скорость в момент времени t = 1.

Имеем ∆x = x(t +∆t)− x(t) = g
(t +∆t)2

2
−g

t2

2
= gt∆t +

g∆t2

2
,

v(t) = lim
∆t→0

∆x

∆t
= lim

∆t→0

(
gt +g

∆t

2

)
= gt.

При t = 1 получаем v(1) = g.
2. Закон движения задается зависимостью

x(t) = (t − t0)sin
1

t − t0
Найти скорость в момент времени t = t0

Вначале заметим, чтофункция x(t)при t = t0 имеетустранимыйразрыв
и становится непрерывной, если ее доопределить значением x(t0) = 0 (см.
устранимый разрыв в п 5.3.7). Учитывая это, находим

∆x = x(t0 +∆t)− x(t0) = ∆t · sin
1

∆t
.

Поэтому предел

lim
∆t→0

∆x

∆t
= lim

∆t→0
sin

1

∆t

не существует (см. пример 5.3.5).
Таким образом, точка, выполняющая прямолинейное движение по задан-

ному закону x(t) в момент времени t = t0 истинной скорости не имеет.

6.1.2. Понятие производной

Представление о процессах, происходящих в окружающем мире, связа-
но с понятием скорости изменения тех или иных величин. Мы рассмотрели
простейший процесс — прямолинейное движение точки. В других процес-
сах указан закон y = f (x)изменения величины y в зависимости от аргумента
xипонятие «скорости»изменения yотносительно xприводит к вычислению
предела отношения приращения функции ∆ f = f (x+∆x)− f (x) к прираще-
нию аргумента x.

Определение 6.1.1 (производной). Если существует предел отноше-
ния приращения функции f (x) в точке x к приращению независимого ар-
гумента ∆x, то он называется производной функции f (x) по переменной x и
обозначается f ′(x)

lim
∆x→0

f (x+∆x)− f (x)

∆x
= lim

∆x→0

∆ f

∆x
= f ′(x).
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Принятыразличные способыобозначенияпроизводной: f ′(x),
d f

dx
, y′(x),

f ′x и др.
Операция нахождения производной называется дифференцированием

функции. Если f ′(x) существует во всех точках интервала (a,b), то говорят,
что f (x) имеет производную f ′(x) на (a,b) или f (x) дифференцируема на
(a,b).

6.1.3. Вычисление производной основных

элементарных функций y = ax+ c,

y = sinx, y = loga x

1. Для ax+b находим ∆y = a(x+∆x)+ c− (ax+ c) = a∆x,

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

a∆x

∆x
= a.

В частности, для постоянной функции y = C — const приращения ∆y = 0

при любых ∆x , поэтому

(C)′ = 0, (C — const).

2. Для y = sinx приращение ∆y = sin(x + ∆x)− sinx представим в виде

sin(x + ∆x)− sinx = 2cos

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2
. Тогда, используя первый замеча-

тельный предел, получим

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
cos

(
x+

∆x

2

) sin
∆x

2
∆x

2

=

= lim
∆x→0

cos

(
x+

∆x

2

)
lim

∆x→0

sin
∆x

2
∆x

2

= cosx.

Таким образом,
(sinx)′ = cosx.

УПРАЖНЕНИЕ 6.1.1. Получить аналогичным образом формулу (cosx)′ =
−sinx.

3. Для y = loga x преобразуем ∆y = loga(x + ∆x) − loga x =
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= loga

(
1+

∆x

x

)
. Используя второй замечательный предел, находим

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

1

x

loga

(
1+

∆x

x

)

∆x

x

=

=
1

x
lim

∆x→0
loga

(
1+

∆x

x

) x

∆x =
1

x
loga e =

1

x lna
.

Таким образом

(loga x)′ =
1

x
loga e =

1

x lna
.

В частности, для натурального логарифма при a = e

(lnx)′ =
1

x
.

6.1.4. Дифференциал функции

По теореме о необходимом и достаточном условии существования пре-
дела мы имеем два эквивалентных условия

lim
∆x→0

∆ f

∆x
= f ′(x) ⇐⇒ ∆ f

∆x
= f ′(x)+α(∆x)

где α(∆x) — бесконечно малая функция от ∆x при ∆ → 0. Обозначим
α(∆x)∆x = o(∆x) и напомним, что o-малое от ∆x обозначает свойство
o(∆x)

∆x
→ 0 при ∆x → 0.

Учитывая сказанное, запишем условие существования f ′(x) в виде
∆ f = f ′(x)∆x+o(∆x). (6.1.1)

lim
∆x→0

o(∆x)

∆x
= 0. (6.1.2)

Таким образом, нами доказано следующее утверждение

Теорема 6.1.1. (о необходимом и достаточном условии дифференци-

руемости). Функция f (x) дифференцируема вточке xтогда итолькотогда,
когда ее приращение представляется в виде (6.1.1) и в этом представлении
выполняется условие (6.1.2).

Обратим внимание на то, что: 1) в представлении (6.1.1) выражение
f ′(x)∆x является линейной функцией по ∆x в фиксированной точке x; 2)
бесконечно малая функция o(∆x) имеет более высокий порядок малости,
чем ∆x. В силу этих двух свойств представления (6.1.1) выражение f ′(x)dx

называют линейной частью приращения ∆ f . Поэтому существует другое
определение дифференцируемости.
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Определение 6.1.2 (дифференцируемости). Функция f (x) называется
дифференцируемой в точке x, если ее приращение ∆ f в этой точке имеет
главную линейную часть, т. е. представляется в виде

∆ f = A(x)∆x+o(∆x), где lim
∆x→0

o(∆x)

∆x
= 0.

При этом величина A(x) = f ′(x) называется производной функции f (x)
в точке x, а главная линейная часть f ′(x)∆x называется дифференциалом и
обозначается

d f = f ′(x)dx.

6.1.5. Геометрический смысл производной и

дифференциала

В декартовой системе координат Oxy

изобразим график функции y = f (x). Две
точки M0(x0, f (x0)) и M1(x1, f (x1)) этого
графика соединим отрезком прямой, ко-
торую назовем секущей, рис. 6.1. O

x

y

α

M0

M1

∆x

∆y
f (x1)

f (x0)

x0 x1

Рис. 6.1

Уравнение этой секущей ищем в виде y = kx+b. Учитывая, что угловой

коэффициент k = tgα =
∆ f

∆x
, запишемуравнение секущейввиде y =

∆ f

∆x
x+b.

Так как эта прямая проходит через точку (x0, f (x0)), то выполняется условие

f (x0) =
∆ f

∆x
x0 +b,

откуда находим коэффициент b = f (x0)−
∆ f

∆x
x0. Подставляя найденное зна-

чение b в искомое уравнение секущей y =
∆ f

∆x
+b и выполняя группировку,

получаем уравнение секущей в виде

y− f (x0) =
∆ f

∆x
(x− x0). (6.1.3)

Устремим теперь точкуM1 к точкеM0. Тогда приращение∆x = x−x0 → 0

и если существует предел

lim
x→x0

∆ f

∆x
= f ′(x0), (6.1.4)

то одновременно выполняются два условия:
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1) секущаяM1M0 стремится приM1 →M0 занять предельное положение,
которое мыназовем касательной в точке (x0, f (x0)) к графикуфункции f (x);

2) угловой коэффициент касательной в точке (x0, f (x0)) равен f ′(x0), а
само уравнение касательной получается из уравнения (6.1.3) предельным
переходом в правой части при ∆x = x1 − x0 → 0 и принимает вид

y− f (x0) = f ′(x0)(x− x0) (6.1.5)

O
x

y

α0

M0

y = f (x)

y− f (x0) = f ′(x0)(x− x0)

f (x0 +∆x)

f (x0)

x0 x0 +∆x

A

B

C

Рис. 6.2

Вывод 1 (геометрический смысл производной). Производная f ′(x0) в
точке x0 есть угловой коэффициент касательной в этой точке, т. е. равна
тангенсу угла наклона касательной к оси Ox, (рис. 6.2)

f ′(x0) = k0 = tgα0.

Вернемся к уравнению касательной (6.1.5) и заметим, что приращение
зависимой переменной линейной функции, определяемой (6.1.5) и соответ-
ствующей приращению независимого аргумента ∆x равно дифференциалу
функции, вычисленному в точке касания x0:

∆y = f ′(x0)∆x (6.1.6)

Вывод 2 (геометрический смысл дифференциала). Дифференциал
d f = f ′(x0)∆x, вычисленный при заданных x0 и ∆x, равен приращению ∆y

координаты y уравнения касательной, проведенной к графику y = f (x) в
точке (x0, f (x0)).

На рис. 6.2 величина дифференциала d f обозначается отрезком AB. От-
резокAC равен приращениюфункции∆ f , а отрезокBC представляет беско-
нечно малую более высокого порядка малости o(∆x) = BC. В этих обозначе-
ниях формула приращения функции (6.1.1) принимает вид AC = AB + BC.
Геометрический смысл формулы приближенного вычисления (6.1.1) состо-
ит в том, что мы пренебрегаем величиной отрезка BC (при достаточно
малых значениях ∆x!) и считаем, что приближенно выполняется равенство
f (x0 +∆x) ≈ f (x0)+AB (рис. 6.2).
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ЗАМЕЧАНИЕ 6.1.1. На рис. 6.1 и рис. 6.2 мы ограничились изображением
случая∆x = x1−x0 > 0, полагая, что существованиепредела (6.1.4) соответ-
ствует совпадению левого предела при∆x = x1−x0 < 0 и правого предела при
∆x > 0, когда ∆x → 0. Может случится, что в точке x0 существуют левый
и правый пределы

lim
x→x0−0

∆ f

∆x
= f ′(x0 −0), lim

x→x0+0

∆ f

∆x
= f ′(x0 +0),

не равные между собой: f ′(x0 − 0) 6= f ′(x0 + 0). Тогда говорят, что в точ-
ке x0 существуют левая и правая производные, не равные друг другу. Это
означает, что в точке x0 существуют

левая касательная с угловым коэффици-
ентом k1 = = tgα1 = f ′(x0 − 0) и правая
касательная с угловым коэффициентом
k2 = tgα2 = f ′(x0 +0) (рис. 6.3).

O

x

y

α1

α2

x0

Рис. 6.3

УПРАЖНЕНИЕ 6.1.2. Показать, что функция

f (x) =

{
sinx, при x 6 0

xsin
1

x
, при x > 0

в точке x0 = 0 имеет левую производную и левую касательную и не имеет
правой производной и правой касательной.

6.1.6. Непрерывность и дифференцируемость

Функция f (x), дифференцируемая в точке x0, будет в этой точке непре-
рывной. Это следует из формулы для приращений (6.1.2) для дифференци-
руемой функции. Действительно, согласно этой формуле и свойству абсо-
лютных величин, имеем неравенство

|∆ f | 6 | f ′(x0)||∆x|+ |∆x| |o(∆x)|
|∆x| =

= |∆x|
(
| f ′(x0)|+

|o(∆x)|
|∆x|

)
6 |∆x|C,

где | f ′(x0)|+
|o(∆x)|
|∆x| 6 C — const.

Согласно этому неравенству для любого ε > 0 достаточно взять δ <
ε

C
,

тогда будет
|∆x| < δ =⇒ |∆ f | < C,
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что означает непрерывность в точке x0.
Обратное утверждение в общем случае не верно. Функция, непрерыв-

ная в точке x0 может в этой точке не иметь производной. Рассмотрим два
примера.

ПРИМЕР 6.1.2. y = |x− x0| =
{

x− x0, при x > x0,
−(x− x0), при x < x0.

Здесь y′(x0 +0) =

1 6= −1 = y′(x0 −0).

ПРИМЕР 6.1.3. y =

{
xsin

1

x
, при x 6= 0,

0, при x = 0.
Вэтомпримерепри x = 0не существуетнилевая, ниправаяпроизводная,

хотя эта функция непрерывная в точке x = 0.

Не имеет производной при x = 0 функция f (x) из упражнения 6.1.2
предыдущегопункта. Длянее f ′(x0−0) = cos0 = 1, а f ′(0+0)не определена.

§ 6.2. Свойства операции
дифференцирования

Множество элементарных функций определялось в п 0.6.4 вводится как
результат арифметических операций ±, ×, div, а также взятия обратной
функции f−1 и композиции двух и более функций f ◦ g ◦ . . . ◦ϕ совершае-
мых в начале над тремя основными функциями ax + b, sinx, loga x, а затем
над уже полученными функциями. Поэтому, чтобы выполнить дифферен-
цирование произвольной элементарной функции, надо вывести правила
дифференцирования исходных основных элементарных функций и указан-
ных выше операций. Производные трех основных элементарных функций
мы вычислили в п 6.1.3. В этом параграфе мы научимся дифференцировать
указанные выше три типа операций.

6.2.1. Дифференцирование арифметических

операций

Теорема 6.2.1. (арифметические свойствапроизводной). Пустьфунк-
ции f (x) и g(x) дифференцируемы в точке x, тогда

a) их сумма и разность дифференцируемы в x, причем

( f (x)±g(x))′ = f ′(x)±g′(x);

b) их произведение дифференцируемо в точке x, причем

( f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x),

208



в частности (C f (x))′ = C f ′(x), еслиC —const;
c) их частное дифференцируемо в x, и, если g(x) 6= 0, то(

f (x)

g(x)

)′
=

f (x)′g(x)− f (x)g′(x)
g2(x)

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. a) используя определение производной и свойство
предела суммы, запишем

( f (x)±g(x))′ = lim
∆x→0

f (x+∆x)±g(x+∆x)− ( f (x)±g(x))

∆x
=

= lim
∆x→0

∆ f

∆x
± lim

∆x→0

∆g

∆x
= f ′(x)±g′(x);

b) для доказательства этого свойства запишем f (x + ∆x) = f (x) + ∆ f ,
g(x + ∆x) = g(x)+ ∆g. Тогда, по определению производной, с учетом ариф-
метических свойств предела, находим

( f g)′(x) = lim
∆x→0

f (x+∆x)g(x+∆x)− f (x)g(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

( f (x)+∆ f )(g(x)+∆g)− f (x)g(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

∆ f

∆x
g(x)+ lim

∆x→0
f (x)

∆g

∆x
+ lim

∆x→0

∆ f

∆x
∆g =

= f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x)+ f ′(x) lim
∆x→0

∆g.

Приращение дифференцируемой функции ∆g является бесконечно ма-
лой функцией, см. п 6.1.6, поэтому∆g → 0 при ∆x → 0 и мы получаем требу-
емое правило b). Правило (C f (x))′ = C f ′(x) следует отсюда, если g(x) = C —
const, так какC′ = 0;

c) вначале преобразуем отношение приращения функции f (x)/g(x) к
приращению аргумента ∆x, предварительно заметив, что из дифференци-
руемости g(x) в точке x следует непрерывность g(x) и то, что g(x) 6= 0 влечет
это свойство g(x+∆x) 6= 0 в некоторой окрестности x, поэтому определено
частное

f (x+∆x)

g(x+∆x)
− f (x)

g(x)

∆x
=

f (x)+∆ f

g(x)+∆g
− f (x)

g(x)

∆x
=

∆ f

∆x
g(x)− f (x)

∆g

∆x
g2(x)+g(x)∆g

.

Теперь, учитывая, что ∆g → 0 при ∆x → 0, и используя арифметические
свойства предела, заключаем, что левая часть этих равенств стремится по

определениюпроизводнойквеличине

(
f (x)

g(x)

)′
, аправаячасть—квеличине

f ′g−g′ f
g2

. Правило c), а вместе с ним и теорема 6.2.1 доказаны.
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Следствие 6.2.1. Пусть f (x) = C1 f1(x)+C2 f2(x)+ ...+ +Cn fn(x), гдеC1,
C2, . . . , Cn — const и все функции f1(x), f2(x), . . . , fn(x) дифференцируемы,
тогда

f ′(x) = C1 f ′1(x)+ . . .+Cn f ′n(x).

Это следует из многократного применения свойств a) и b) теоремы 6.2.1.

Следствие 6.2.2. Если f (x) = u(x)v(x)w(x)ифункцииu(x), v(x),w(x) диф-
ференцируемы, то, применяя правило b) дважды, получим

((uv)w)′ = (uv)′w+uvw′ = u′vw+uv′w+uvw′.

Аналогично дифференцируется произведение большего числа сомно-
жителей.

Следствие 6.2.3. Пусть f (x) и g(x) дифференцируемы в точке x, тогда:
a) определен дифференциал их суммы и разности:

d( f ±g) = d f ±g;

b) определен дифференциал их произведения

d( f g) = gd f + f dg,

в частности при g = C — const d(C f ) = C d f ;
c) определен дифференциал их частного и, если g(x) 6= 0, то

d

(
f

g

)
=

gd f − f dg

g2
.

Проверка этих свойств основана на связи между дифференциалом и
производной функции f (x) = f ′ dx:

a) d( f ±g) = (g±g)′dx = f ′ dx±g′ dx = d f ±dg;
b) d( f g) = ( f g)′dx = ( f ′ dx)g + f (g′ dx) = gd f + f dg, в частности если

g = C — const, то dg = C′ dx = 0 и мы получаем d(C f ) = C d f ;

c) d

(
f

g

)
=

(
f

g

)′
dx =

( f ′ dx)g− f (g′ dx)

g2
=

gd f − f dg

g2
.

Теорема 6.2.1 позволяет расширить список функций, которые мы уже
умеем дифференцировать. Рассмотрим примеры.

ПРИМЕР 6.2.1.
1. Вычислим (tgx)′.
Так как (sinx)′ = cosx, а (cosx)′ = −sinx, см. п 6.1.3, то согласно правилу

c) теоремы 6.2.1 находим

(tgx)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2x
=

=
cos2x+ sin2x

cos2x
=

1

cos2x
.
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Аналогично вычисляется

(ctgx)′ = − 1

sin2x
.

2. (x lnx)′ = x′ lnx+ x(lnx)′ = lnx+
x

x
= lnx+1.

3.

(
sinx

x

)′
=

(sinx)′x− x′ sinx

x2
=

(cosx)x− sinx

x2
.

4. (lnxα)′ = (α lnx)′ = α(lnx)′ =
α

x
, α —const.

6.2.2. Производная сложной функции

Теорема 6.2.2. (правило дифференцирования сложной функции). Пусть
определена сложная функция f ◦ϕ(x) и пусть:

1) существует ϕ′(x) в точке x,
2) существует f ′(y) в точке y = ϕ(x).
Тогда существует ( f ◦ϕ(x))′ в точке x, причем

( f ◦ϕ(x))′ = ( f ′ ◦ϕ(x)) ·ϕ′(x). (6.2.1)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме о необходимом и достаточном условии
дифференцируемости (п 6.1.4) напишем

∆ f = f (y+∆y)− f (y) = f ′(y)∆y+o(∆y),

где o(∆y)/∆y → 0 при ∆y → 0. Разделив это равенство на ∆x, получим

∆ f

∆x
= f ′(y)

∆y

∆x
+

o(∆y)

∆x
.

Представим второе слагаемое в виде
o(∆y)

∆x
=

o(∆y)

∆y

∆y

∆x
и, учитывая, что

∆y → 0 при ∆x → 0, заключаем, что

lim
∆x→0

o(∆y)

∆x
= lim

∆y→0

o(∆y)

∆y

∆y

∆x
= y′(x) lim

∆y→0

o(∆y)

∆y
= 0.

Учитывая это и переходя к пределу в выражении
∆ f

∆x
, получаем

lim
∆x→0

∆ f

∆x
= f ′(y)y′(x).

Подставляя сюда y = ϕ(x) и учитывая, что

lim
∆x→0

∆ f

∆x
= lim

∆x→0

f ◦ϕ(x+∆x)− f ◦ϕ(x)

∆x
= ( f ◦ϕ(x))′.

Получаем требуемое правило.
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Следствие 6.2.4. Пусть определена сложная функция, являющаяся ком-
позицией более двух функций f ◦ ϕ ◦ ψ(x). Тогда, применяя теорему 6.2.2
вначале к сложной функции f ◦ f1(x), где f1(x) = ϕ ◦ ψ(x), а затем к
f1(x) = ϕ◦ψ(x), получим

( f ◦ϕ◦ψ(x))′ = ( f ′ ◦ϕ◦ψ(x))(ϕ′ ◦ψ(x))ψ′(x).

Применение этого правила требует правильной расстановки компози-
ций в сложной функции.

ПРИМЕР 6.2.2. Найти (tg3(x))′.

Здесь tg3(x) есть композиция двух функций y3 и y = tgx. Поэтому

(tg3(x))′ = (y3)′yy′x = 3y2(x)
1

cos2 x
=

3tg2(x)

cos2(x)
.

ПРИМЕР 6.2.3. Найти (tgx3)′.

Здесь tgx3 = z(y(x)), z(y) = tgy, y = x3. Поэтому (tgx3)′ = z′yy′x =

1

cos2y
3x2 =

3x2

cos2x3
.

ПРИМЕР 6.2.4. Найти (ln(3+2sinx)′.

Здесь ln(3+2sinx) = w(z(y(x))), где w(z) = lnz, z(y) = 3+2y, y(x) = sinx.

Поэтому (ln(3+2sinx))′ = w′
zz
′
yy′x =

1

z
·2cosx =

2cosx

3+2sinx
.

Следствие 6.2.5. (инвариантность формы дифференциала). Диффе-
ренциал сложной функции w = w(y), где y = y(x) может быть записан в
виде dw = w′

y dy, где dy = y′x dx. Таким образом формула для дифференциала
сложной функции имеет такой же вид, как и в том случае, если бы проме-
жуточный аргумент y являлся бы независимой переменной

dw = (w(y(x)))′x dx = w′
yy′x dx = w′

y dy. (6.2.2)

Это свойство дифференциала сложнойфункции называется инвариант-
ностью формы дифференциала.

6.2.3. Производная обратной функции

Теорема 6.2.3. (о производной обратной функции). Пусть
1) функция y = y(x) в окрестности точки x имеет обратную непрерыв-

ную непрерывную функцию x = x(y),
2) существует конечная производная y′(x) 6= 0 в точке x.
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Тогда обратная функция x(y) имеет производную в точке y = y(x), вы-
числяемую по правилу

x′y(y) =
1

y′(x(y))
. (6.2.3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу непрерывности x(y) условие ∆y → 0 влечет
∆x → 0. Поэтому

lim
∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆x→0

∆x

∆y
= lim

∆x→0

1

∆y

∆x

=
1

y′(x)
.

Следовательно существует предел левой части, которыйпо определению
равен x′y(y). Осталось заметить, что в правой части x = x(y). Правило (6.2.3)
доказано.

ЗАМЕЧАНИЕ 6.2.1. Обратим внимание на то, что левая и правая часть
формулы (6.2.3) зависиттогожеаргумента, откоторого зависитобратная
функция.

Применим теорему 6.2.3 к вычислению обратных функций.
1. Рассмотрим y = ax. Эта функция является обратной к функции x =

loga y. Так как

x′y = (loga y)′y =
1

y lna
,

то y′x(x) = (ax)′ =
1

x′y(y)
= y lna

∣∣∣
y=ax

= ax lna.

Таким образом
(ax)′ = ax lna,

в частности, при a = e, получаем (ex)′ = ex.
Полученная формула справедлива для значений аргументов x ∈

(−∞,∞) ⇔ y ∈ (0,∞).
2. Рассмотрим функцию y = arcsinx, x ∈ (−1,1) ⇔ y ∈ ∈ (−π/2,π/2),

являющаяся обратной к x = siny.
Так как (siny)′ = cosy > 0 при y ∈ (−π/2,π/2), то y′x =

= (arcsinx)′x =
1

x′y
=

1

cosy
=

1√
1− sin2y

∣∣∣∣∣
y=arcsinx

=
1√

1− x2
. Таким образом,

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
.

3. Аналогично доказывается формула

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

.
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4. Вычислим (arctgx)′. Здесь x ∈ (−∞,∞) ⇔ arctgx = y ∈ ∈ (−π/2,π/2),

для этих y (tgy)′ =
1

cos2y
> 0. Применяя формулу (6.2.3), находим

(arctgx)′x =
1

(tgy)′y
= cos2y =

1

1+ tg2y

∣∣∣∣∣
a=arctgx

=
1

1+ x2
,

откуда

(arctgx)′x =
1

1+ x2
.

5. Аналогично вычисляется формула

(arcctgx)′x = − 1

1+ x2
.

6. Рассмотрим y = xα, где α — любое действительное число (область
определения y(x) зависит от α). Представим эту функцию в виде компози-
ции

xα = eα lnx = w(z(y(x))), где w(z) = ez, z(y) = αy, y(x) = lnx.

Тогда по правилу дифференцирования сложной функции получаем

(xα)′x = w′
zz
′
yy′x = ezα

1

x
= αxα−1.

6.2.4. Сводка основных правил и формул

Для удобства соберем воедино полученные нами правила дифференци-
рования и таблицу производных элементарных функций.

Правила дифференцирования

производные дифференциалы
(Cu)′ = Cu′ (C — const) d(Cu) = C du

(u± v)′ = u′± v′ d(u± v) = du±dv

(uv)′ = u′v±uv′ d(uv) = duv±udv(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2
d
(u

v

)
=

duv−udv

v2

(z(y(x)))′ = z′y(y(x))y
′
x(x) d(z(y(x))) = z′y dy = z′yy′x(x)dx
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Таблица производных

1. (C)′ = 0 (C — const)

2. (xα)′ = αxα−1, (x)′ = 1,

(
1

x

)′
= − 1

x2
, (
√

x)′ =
1

2
√

x

3. (loga(x))
′ =

1

x lna
, (lnx)′ =

1

x
4. (ax)′ = ax lna (ex)′ = ex

5. (sinx)′ = cosx 6. (cosx)′ = −sinx

7. (tgx)′ =
1

cos2 x
8. (ctgx)′ = − 1

sin2 x

9. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
10. (arccosx)′ = − 1√

1− x2

11. (arctgx)′ =
1

1+ x2
12. (arcctgx)′ = − 1

1+ x2

ПРИМЕР 6.2.5.

1. y = etg2 x; y′ = (etg2 x)′ = etg2 x2tgx
1

cos2 x
.

2. y = anxn +an−1xn−1 + . . .+a1x+a0;
y′ = nanxn−1 +(n−1)an−1xn−2 + . . .+a1.

3. y = sin3 ax; y′ = 3sin2 axcosax ·a.
4. y = n

√
x2 +1 − n

√
x2 −1; y′ =

(
(x2 +1)1/n − (x2 −1)1/n

)′
=

=
1

n
(x2 + 1)1/n−12x − 1

n
(x2 − 1)1/n−12x =

=
2x

n

(
1

n
√

(x2 +1)n−1
− 1

n
√

(x2 −1)n−1

)
.

5. (ex cos3x)′ = ex cos3x−3ex sin3x.

6.

(
ex

sin2x

)′
=

ex sin2x−2ex cos2x

sin2 2x
.

7. (arctg2(sinx))′ = 2arctgsinx
cosx

1+ sin2 x
.

6.2.5. Логарифмическое дифференцирование

Дифференцирование показательно-степенной функции y = = f (x)ϕ(x).
Эта функция не является элементарной (если обе функции f и ϕ отличны
отпостоянной), так какне является композицией вида f ◦ϕ(x). Чтобынайти
y′(x) выполним операцию логарифмирования равенства y = f ϕ:

lny(x) = ϕ(x) ln f (x)
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и продифференцируем обе части, считая lny(x) сложной функцией по x.
Тогда

y′

y
= ϕ′ ln f +

ϕ

f
f ′.

Выражая отсюда y′ и подставляя значение y(x), получим

y′(x) = y(x)

(
ϕ′ ln f +

ϕ

f
f ′
)

= f ϕϕ ln f + f ϕ−1ϕ f ′.

ПРИМЕР 6.2.6. y = xsinx. Логарифмируем это равенство

lny = sinx lnx,

дифференцируем и выражаем y′:

y′

y
= cosx lnx+

sinx

x
, y′ = xsinx cosx lnx+ xsinx−1 sinx.

6.2.6. Дифференцирование произведения

Пусть F(x) = f1(x) · f2(x) · ... · fn(x). Применять правило дифференци-
рования произведения здесь неэффективно если n > 3. Логарифмируя это
равенство, получим

lnF(x) = ln f1(x)+ . . .+ ln fn(x).

Дифференцируя обе части, получим

F ′(x)
F(x)

=
f ′1
f1

+ . . .+
f ′n
fn

,

откуда находим

F ′(x) = ( f1(x) f2(x) · · · fn(x))

(
f ′1
f1

+ . . .+
f ′n
fn

)
,

ПРИМЕР 6.2.7. y = sinxsin2xsin3x. Логарифмируя это равенство, полу-
чаем

lny = lnsinx+ lnsin2x+ lnsin3x.

Дифференцируем обе части и выражаем y′

y′(x) = (sinxsin2xsin3x)(ctgx+2ctg2x+3ctg3x).
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6.2.7. Дифференцирование неявно заданных функций

Пусть функция y(x) задана неявно посредством уравнения F(x,y) = 0.
Тогда дифференцируем заданное уравнение F(x,y(x)) = 0, считая y завися-
щим от x. Из полученного после дифференцирования равенства выражаем
y′(x).

Рассмотрим примеры.

1.
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (уравнение эллипса). Дифференцируя обе части этого

уравнения по x, получим
2x

a2
+

2yy′

b2
= 0.

Отсюда выражаем y′ =
b2

a2

x

y
2. ey+x = 2y+ x. Дифференцируя, находим ey+x(y′ +1) = 2y′ +1. Отсюда

выражаем y′

y′ =
ex+y −1

2− ex+y
.

Чтобы найти значение такой производной в точке x = x0, надо из урав-
ненияF(x,y) = 0 при x = x0 выразить значение y0 и подставить в выражение
для y′. Иногда это бывает практически невыполнимо, как в примере 2, где
x и y связаны соотношением ey+x = 2y + x, не допускающим разрешение
относительно y.

6.2.8. Дифференцирование функций, заданных

параметрически

Пусть функция y(x) задана параметрически x = x(t), y = y(t), t ∈ (t1, t2),
(см. п. 0.6.3).

Теорема 6.2.4. Пусть
1) функция x(t) и y(t) имеют в точке t ∈ (t1, t2) конечные производные

x′(t) и y′(t);
2) x′t(t) 6= 0. Тогда существует производная y′x(x) в точке x = x(t), причем

y′x(x(t)) =
y′t(t)
x′t(t)

(6.2.4)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следуя теореме о необходимом и достаточном усло-
вии дифференцируемости, напишем

∆x = x′t(t)∆t +o1(∆t), ∆y = y′t(t)∆t +o2(∆t),
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где oi(∆t)/∆t → 0 при ∆t → 0 (i = 1,2). Преобразуем отношение

∆y

∆x
=

y′t∆t +o2

x′t∆t +o1
=

y′t∆t +o2

x′t∆t

(
1+

o1

∆t

1

x′t

) =

=
y′t
x′t

1

1+
o1

∆t

1

x′t

+
o2

∆t

1

x′t +
o1

∆t

Так как oi/δt → 0 при ∆t → 0, (i = 1,2), то первое слагаемое имеет предел
y′t/x′t , а второе является бесконечно малой функцией при ∆t → 0. Таким
образом, правая часть равенства стремится к y′t/x′t .

В левой части, в силу непрерывности дифференцируемой функции x(t),
условие ∆t → 0 влечет ∆x → 0. Поэтому

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆t→0

∆y

∆x
= y′x(x(t)).

Теорема доказана.

ПРИМЕР 6.2.8. Точка движется по окружности по закону x = Rcosωt,
y = Rsinωt. Найти y′x.

РЕШЕНИЕ. y′x =
y′t
x′t

=
ωRcosωt

−ωRsinωt
= −x(t)

y(t)
.

Из этоформулы следует, что в точках пересечения с осьюOx, когда y = 0,
касательная параллельна оси Oy.

ПРИМЕР 6.2.9. x = et , y =
1

2
(et + e−t). Найти y′x.

РЕШЕНИЕ. y′x =
y′t
x′t

=
1

2

et − e−t

et
=

1− e−2t

2
=

1−1/x2

2
=

=
x2 −1

2x2
.

§ 6.3. Повторное дифференцирование

6.3.1. Производные старших порядков

Пусть y = f (x) дифференцируема и f ′(x), рассматриваемая как функция
от x, снова является дифференцируемойфункцией. Тогда определена вторая
производная

d

dx

(
d f

dx

)
=

d2 f

dx2
.
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(читается «d два f по dx дважды»).
Аналогично определяются производные третьего

d

dx

(
d2 f

dx2

)
=

d3 f

dx3
.

(читается «d три f по dx трижды») и n-го порядков

d

dx

(
dn−1 f

dxn−1

)
=

dn f

dxn
.

При небольших значениях n приняты обозначения

d2 f

dx2
= ( f ′)′ = f ′′,

d3 f

dx3
= ( f ′′)′ = f ′′′,

d4 f

dx4
= f IV и т. д.

Если функция f (x) имеет n-ю конечную производную в каждой точ-
ке интервала (a,b), то она называется n-раз дифференцируемой на (a,b)
(дважды, трижды и т. д.)

ЗАМЕЧАНИЕ 6.3.1. Определение второйпроизводной связано с вычислени-
ем ускорения — производной от скорости. Производные высоких порядков,
как будет показано дальше, используются в задаче приближения функции
многочленами.

Рассмотрим примеры:
1. y = xm.

dny

dxn
= y(n) =

{
m(m−1) · · ·(m−n+1)xm−n при n 6 m,
0 при n > m.

2. xex. Найти y(n).
y′ = ex + xex;
y′′ = ex + ex + xex = 2ex + xex;
. . .
y(n) = nex + xex.

6.3.2. Повторное дифференцирование неявно

заданных функций

Пусть y(x) задана неявно уравнением F(x,y) = 0. Дифференцируя это
уравнение и выражая y′, получаем зависимость вида y′ = F1(x,y). Диффе-
ренцируяэтузависимостьещераз,получаемвыражениевидаy′′ = F2(x,y,y

′).
Подставляя сюда y′ = F1(x,y), получаем выражение для y′′.

Рассмотрим примеры:

1.
x2

a2
+

y2

b2
= R2. Найти y′′. Дифференцируя уравнение, получаем

2x

a2
+

2y · y′
b2

= 0 ⇐⇒ y′ = −x

y

b2

a2
.
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Дифференцируя повторно и подставляя значение y′, получаем

y′′ = −b2

a2

(
y− xy′

y2

)
= −b2

a2

(
1

y
+

x2

y3

b2

a2

)
.

2. x2 − y2 = 1. Найти y′′. Дифференцируя первый раз, находим y′:

2x−2yy′ = 0 =⇒ y′ =
x

y
.

Дифференцируя второй раз и подставляя y′, находим

y′′ =
y− xy′

y2
=

1

y
− x2

y3
.

6.3.3. Повторное дифференцирование функций, заданных параметри-

чески

Пусть функция y = y(x) задана параметрически y = y(t), x = x(t) и функ-
ции x(t) и y(t) дифференцируемы на (t1, t2) требуемое число раз, причем
x′t(t) 6= 0. Будем считать, что в равенстве

y′x(x(t)) =
y′t(t)
x′t(t)

,

выражающем неявную производную, обе части зависят от (одного и то-
го же!) аргумента t. Дифференцируя это равенство по t и учитывая, что
y′x(x(t)) — сложная функция по t, получаем

d

dx
(y′x(x(t))) = y′′x x′t =

y′′t x′t − x′′t y′t
x′t

⇒ y′′x (x(t)) =
y′′t x′t − x′′t y′t

x′t
3

.

Чтобы найти y′′′x (x), дифференцируем обе части полученного равенства по
t, и, учитывая, что (y′′x (x(t)))

′
t = y′′′x (x) · x′t , выражаем y′′′x (x). Таким образом

можно вычислить производную по x y
(n)
x (x) любого порядка n.

ПРИМЕР 6.3.1 (движение по окружности). x = Rcosωt, y = Rsinωt. Най-

ти y′′x . Находим y′x = −cosωt

sinωt
= −ctgωt. Дифференцируя по t, получаем

y′′x x′t =
ω

sin2 ωt
⇒ y′′x =

1

x′t

ω

sin2 ωt
= − 1

Rsin3 ωt
.

ПРИМЕР 6.3.2. x = et , y =
1

2
(et −e−t).Найти y′′x .Находим y′x =

1

2
(1+e−2t).

Дифференцируя по t, получим

y′′x x′t = −e−2t ⇒ y′′x = −e−2t 1

x′t
= −e−3t = − 1

x3
.
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6.3.4. Дифференциалы высших порядков

Пусть функция y = f (x) имеет производные f ′(x) и f ′′(x) при x ∈ (a,b).
Тогда определен дифференциал второго порядка d2 f = = d(d f ) от диффе-
ренциала первого порядка d f = f ′(x)dx, в котором x является независимой
переменной, а приращение dx считается фиксированным (постоянным).
Таким образом, учитывая, что d(dx) = 0, получаем формулу

d2 f = d(d f ) = d( f ′(x)dx) = d( f ′(x))dx = f ′′(x)dx2.

Если существуют соответствующие производные старших порядков, то
по индукции находим:

d3 f = d(d2 f ) = d( f ′′(x)dx2) = d( f ′′(x))dx2 = f ′′′(x)dx3;

если уже d(n−1) f = f (n−1)(x)dxn−1, то

d(n) f (x) = d( f (n−1)(x)dxn−1) = d( f (n−1)(x))dxn−1 = f (n)(x)dxn.

Примеры:
1. y = xn. Найти d(m)y. Вычисляем m-ю производную

y(m) =

{
n(n−1) · · ·(n−m+1)xn−m при n 6 m,
0 при m > n.

Затем по формуле n-го дифференциала находим

dmy =

{
n(n−1) · · ·(n−m+1)xn−m dxm при n ≤ m

0 при m > n.

2. y = sinx. Найти d3y. Вычисляем y′′′(x) = −cosx и находим d3y =
y′′′ dx3 = −cosxdx3.

§ 6.4. Приложения дифференциального исчисления

Мыуже видели,что в основе большинства приложений дифференциаль-
ного исчисления явно или опосредованно лежат физический и геометриче-
ский смыслы производных. С физической точки зрения, если отвлечься от
истолкования переменных x и y, то производная f ′(x) функции y = f (x) —
это скорость изменения переменной y по сравнению с переменной x. На-
пример:

1) Если y = f (x)—это путь, пройденный материальной точкой за время
x, то f ′(x) — скорость движения.

2) Если y = f (x) — это скорость движения, то f ′(x) — ускорение (ско-
рость изменения скорости).

3) Если y = f (x) — это количество электричества (в кулонах), протека-
ющего через поперечное сечение проводника за время x, то f ′(x) — сила
тока.
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4) Если y = f (x) — это количество тепла (в калориях), которое нужно
передать телу, чтобы нагреть его от 0◦C до x◦C, то f ′(x) — теплоемкость
тела.

Геометрически производная функции y = f (x) в точке x0 есть тангенс уг-
ланаклонакасательнойкграфикуфункциивточке (x0, f (x0)) (если,конечно,
эта касательная существует). Отсюда, в частности, следует, что существова-
ние производной функции y = f (x) в точке x0 эквивалентно возможности
проведения касательной к графику функции в точке (x0, f (x0)).

Сопоставляя физический и геометрический смыслы производной, по-
лучаем часто используемый в технических дисциплинах (например, в ра-
диоэлектронике) метод геометрического дифференцирования. Пусть зада-
на некоторая кривая, выражающая зависимость некоторой величины от
какой-либо другой, причем аналитическое выражение этой зависимости
неизвестно (например, это кривая на экране осциллографа) и требуется
найти скорость роста этой величины. В данной точке кривой строим ка-
сательную и транспортиром измеряем угол наклона этой касательной к го-
ризонтали. Тангенс этого угла и дает искомую скорость роста исследуемой
величины.

В данном параграфе мы рассмотрим некоторые применения дифферен-
циального исчисления к исследованию функций, заданных аналитически.
При этом будем предполагать, что график функции является либо глад-
кой, либо кусочно-гладкой кривой. Это означает, что функция либо диффе-
ренцируема во всех точках области определения, либо эту область можно
разбить на конечное число промежутков, на каждом из которых функция
дифференцируема (сопоставьте понятие гладкости с геометрическим смыс-
лом производной).

6.4.1. Основные теоремы дифференциального

исчисления

Из геометрического смысла производной следует, что знание производ-
ной f ′(x) позволяет делать выводы о поведении самой функции f (x). Этому
вопросу посвящены теоремы данного параграфа.

Напомним, что функция f (x) называется монотонно возрастающей
(убывающей) на отрезке [a,b], если большему значению аргумента соот-
ветствует большее (меньшее) значение функции:

a 6 x1 < x2 6 b =⇒ f (x1) 6 f (x2);

(a 6 x1 < x2 6 b =⇒ f (x1) > f (x2)).

Теорема 6.4.1. Если f ′(x0) > 0 ( f ′(x0) < 0),то в некоторой окрестности
(x0 −δ,x0 +δ) точки x0 функция f (x) принимает значения, большие (мень-
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шие), чем f (x0) справа от x0; слева от x0 функция f (x) принимает значения,
меньшие (большие), чем f (x0).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По определению производной

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0
.

Если f ′(x0) > 0, то по свойствам пределов (каких?), найдется такая
окрестность (x0 −δ,x0 +δ) точки x0, в которой при x 6= x0

f (x)− f (x0)

x− x0
> 0.

Если x0 − δ < x < x0, то x − x0 < 0 и, следовательно, f (x)−
− f (x0) < 0, т. е. f (x) < f (x0). Если же x0 < x < x0 + δ, то x− x0 > 0, и тогда
f (x)− f (x0) > 0 то есть f (x) > f (x0). Теорема доказана.

Заметим, что из этой теоремы не следует монотонность функции в
окрестности точки x0, но если f ′(x) > 0 ( f ′(x) < 0) во всех точках этой
окрестности, то в ней функция будет монотонной.

Теорема 6.4.2 (теорема Ферма). Если функция дифференцируема на
промежутке [a,b] и во внутренней точке c этого промежутка принимает
наибольшее или наименьшее значение, то производная в этой точке равна
нулю.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем теорему от противного. Предположим, что
в точке c производная f ′(c) 6= 0. Но тогда по предыдущей теореме в до-
статочно малой окрестности точки c функция либо монотонно возрастает
(если f ′(x0) > 0), либо монотонно убывает (если f ′(x0) < 0). В обоих случа-
ях значение f (c) не может быть ни наибольшим, ни наименьшим. Теорема
доказана.

Заметим, что требование дифференцируемости в этой теореме не может
быть опущено. Например, функция y = |x| на отрезке [−1,1] имеет в точке
x = 0 наименьшее значение y = 0, а производная не обращается в нуль ни в
одной точке данного отрезка.

ТеоремаФерма выражает очевидный геометрический факт: касательная
к гладкой кривой во внутренних точках наибольшего или наименьшего
значений горизонтальна. На рис. 6.4 это точка c. В теореме существенны
предположения, что точка c
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горизонтальна

Здесь нет
касательной

Рис. 6.4

является внутренней точкой промежутка
и что кривая гладкая. Без этих предпо-
ложений теорема неверна. Это видно из
того же рисунка, если в качестве основ-
ного промежутка [a,b] взять промежут-
ки [b,b1] (здесь наибольшееинаименьшее
значения достигаются на границе проме-
жутка) и [c,b1] (внутри этого промежутка
есть точка, в которой функция не имеет
производную).

В основе многих теорем дифференциального исчисления лежит следу-
ющая теорема.

Теорема 6.4.3 (теорема Ролля). Пусть функция f (x) удовлетворяет
трем условиям:

1) она определена и непрерывна в замкнутом промежутке [a,b];
2) дифференцируема в открытом промежутке (a,b);
3) на концах промежутка принимает равные значения: f (a) = f (b).
Тогда между a и b найдется точка c такая, что f ′(c) = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме Вейерштрасса функция,непрерывная на
замкнутом промежутке, принимает на этом промежутке свои наименьшее
m и наибольшее M значения.

Возможны два случая:
1)m = M. Так какm 6 f (x) 6 M для всех x ∈ [a,b], то на этом промежутке

функция постоянна: f (x) ≡ M. Значит во всем промежутке f ′(x) = 0 и в
качестве точки c можно взять любую точку промежутка [a,b].

2) m < M. В этом случае, так как f (a) = f (b), по крайней мере одно из
значений m или M достигается во внутренней точке c промежутка [a,b].
По теореме Ферма производная f ′(c) в этой точке равна нулю. Теорема
доказана.

Из теоремы Ролля получаем очевидное следствие: между двумя нулями
дифференцируемой функции f (x) содержится нуль ее производной: если
f (x1) = f (x2) = 0, то существует x3 ∈ (x1,x2) такое, что f ′(x3) = 0.

Геометрически теорема Ролля выра-
жает вполне очевидный факт: если край-
ние ординаты гладкой кривой равны, то
на кривой найдется по крайней мере одна
точка, в которой касательная параллельна
оси Ox (рис. 6.5).

O

x

y

a

b

c

Рис 6.5
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Теорема 6.4.4 (теорема Лагранжа). Пусть функция f (x) удовлетворя-
ет двум условиям:

1) она определена и непрерывна в замкнутом промежутке [a,b];
2) дифференцируема в открытом промежутке (a,b).
Тогда между a и b найдется точка c такая, что

f (b)− f (a)

b−a
= f ′(c). (6.4.1)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем вспомогательную функцию

F(x) = f (x)− f (a)− f (b)− f (a)

b−a
(x−a).

Она удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля: F(x) непрерывна на
[a,b] и на (a,b) имеет производную

F ′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

b−a
.

Подставляя x = a и x = b, убеждаемся, что F(a) = F(b) = 0. Таким образом,
между a и b найдется такая точка c, что F ′(c) = 0. Следовательно, f ′(c)−
f (b)− f (a)

b−a
= 0. Что и требовалось доказать.

Теорему Лагранжа называют такжетеоремой о среднем значении, а фор-
мулу (6.4.1) формулой Лагранжа. Эту формулу часто записывают в виде

f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a). (6.4.2)

Следствие 6.4.1. Если f ′(x) = 0 на промежутке (a,b), то функция f (x)
постоянна на этом промежутке: f (x) ≡C.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем две произвольные точки x1 и x2 из проме-
жутка (a,b) По формуле Лагранжа

f (x2)− f (x1) = f ′(c)(x2 − x1) = 0 · (x2 − x1) = 0.

Следовательно, f (x2)− f (x1) = 0или f (x2) = f (x1), то есть вдвухпроизволь-
ных точках промежутка (a,b) функция принимает одинаковые значения и,
следовательно, она постоянна на этом промежутке. Что и требовалось до-
казать.
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Рис 6.6

Для выяснения геометрического
смысла теоремы Лагранжа, рассмотрим
график функции f (x), определенной на
[a,b]. Через точки A(a, f (a)) и B(b, f (b))
проведем секущую AB. Очевидно, отно-
шение

f (b)− f (a)

b−a

есть тангенс угла наклона этой секущей к
оси Ox. С другой стороны f ′(c) есть
тангенс угла наклона

касательной к графику функции f (x) в точке C(c, f (c)). Формула Лагран-
жа (6.4.1) выражает очевидный геометрический факт: на гладкой кривой
найдется точкаC, в которой касательная параллельна секущей (рис. 6.6).

Теорема Лагранжа имеет полезное для последующего обобщение.

Теорема 6.4.5 (теорема Коши). Пусть функции f (x) и g(x)
1) непрерывны на [a,b];
2) дифференцируемы на (a,b);
3) g′(x) 6= 0 на (a,b).
Тогда между a и b найдется такая точка c, что

f (b)− f (a)

g(b)−g(a)
=

f ′(c)
g′(c)

. (6.4.3)

Эта формула называется формулой Коши.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего заметим, что g(b) − g(a) 6=
6= 0, так как иначе по теореме Ролля на интервале (a,b) нашлась бы
точка c, в которой g′(c) = 0, что противоречило бы условию. Введем
вспомогательную функцию

F(x) = f (x)− f (a)− f (b)− f (a)

g(b)−g(a)
(g(x)−g(a)).

Эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля (проверьте!).
Следовательно, существует точка c ∈ (a,b), что F ′(c) = 0. Но

F ′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

g(b)−g(a)
g′(x).

Отсюда получаем требуемое. Теорема доказана.

Следствие 6.4.2. Если функции f (x) и g(x) дифференцируемы на (a,b),
g′(x) 6= 0 на (a,b) и f (a) = g(a) = 0, то для любого x: a < x < b, существует
такое c : a < c < x, что

f (x)

g(x)
=

f ′(c)
g′(c)

.
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6.4.2. Формула Тейлора

Среди элементарных функций наиболее простыми являются степен-
ные функции y = xn,n = 0,1,2, . . . и их линейные комбинации y = Pn(x) =
a0 + a1x + a2x2 + . . . + anxn — многочлены (или полиномы) степени n. Для
вычисления значений Pn(x0) этих функций достаточно четырех арифмети-
ческих операций — сложения, вычитания, умножения и деления (числа ak

могут быть дробными). Последнее обстоятельство является особенно цен-
ным в вычислительной технике.

Пусть нам известны значения некоторойфункции y = f (x) и n ее первых
производных в точке (x0): a0 = f (x0), a1 = f ′(x0), a2 = f ′′(x0), . . . , an =
f (n)(x0). Как приближенно вычислить значение функции f (x) в точке x,
близкой к x0?

Рассмотрим многочлен

Pn(x) = a0 +a1(x− x0)+
a2

1 ·2 (x− x0)
2 +

a3

1 ·2 ·3 (x− x0)
3+

+ . . .+
an

1 ·2 ·3 . . .n
(x− x0)

n.

Очевидно, Pn(x0) = a0 = f (x0). Найдем производные многочлена Pn(x):

P′
n(x) = a1 +a2(x− x0)+

a3

1 ·2 (x− x0)
2 + . . .+

+
an

1 ·2 ·3 . . .(n−1)
(x− x0)

n−1;

P′′
n (x) = a2 +a3(x− x0)+

a4

1 ·2 (x− x0)
2 + . . .+

+
an

1 ·2 ·3 . . .(n−2)
(x− x0)

n−2;

P
(k)
n (x) = ak +ak+1(x− x0)+ . . .+

+
an

1 ·2 ·3 . . .(n− k)
(x− x0)

n−k, k < n;

P
(n)
n (x) = an.

Отсюда получаем P′
n(x0) = a1 = f ′(x0), P′′

n (x0) = a2 = f ′′(x0), . . . , и вообще

P
(k)
n (x0) = ak = f (k)(x0), k = 1,2, . . . ,n.

Условимся считать, что производная нулевого порядка функции совпа-

дает с ней самой: P
(0)
n (x) = Pn(x). Тогда последнее равенство справедливо и

при k = 0.
Покажем, что такой многочлен единствен. Допустим, существует другой

многочлен P̃(x) степени не выше n, для которого

P̃(x0) = a0, P̃′(x0) = a1, P̃′′(x0) = a2, . . . , P̃(n)(x) = an.

227



Положим Q(x) = Pn(x) − P̃(x). Так как Q(n)(x) = P
(n)
n (x)−

−P̃(n)(x) = an−an = 0, то по следствию из теоремыЛагранжаQ(n−1)(x) тож-

дественно равна постоянной, а так какQ(n−1)(x0) = P
(n−1)
n (x0)− P̃(n−1)(x0) =

an−1 −an−1 = 0, то Q(n−1)(x) ≡ 0. Повторяя рассуждения отсюда получаем,
что Q(n−2)(x) постоянна и равна нулю. Продолжая эти рассуждения,
получим, что Q(x) постоянна и тождественно равна нулю. Следовательно,
Pn(x) ≡ P̃(x).

Определение 6.4.1. Если функция f (x) имеет производные порядка 1, 2,
. . . , n, то многочлен

Pn(x) = f (x0)+ f ′(x0)(x− x0)+
f ′′(x0)

1 ·2 (x− x0)
2+

+
f ′′′(x0)

1 ·2 ·3 (x− x0)
3 + . . .+

f (n)(x0)

1 ·2 ·3 · · ·n (x− x0)
n. (6.4.4)

называется многочленом Тейлора порядка n функции f (x) в точке x0.

Коэффициенты этого многочлена называются коэффициентами Тейло-
ра: коэффициент при (x−x0)

k называется k-м коэффициентомТейлора.Мы
раньше условились считать производную нулевого порядка саму функцию
f (x): f (0)(x0) = f (x). Тогда формулу (6.4.4) можно записать в виде

Pn(x) =
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, (6.4.5)

где обозначено k! = 1 ·2 ·3 · · ·k, причем условимся считать 0! = 1.
Зададимся вопросом: насколько отличаются значения многочлена Тей-

лора Pn(x) от значения функции f (x) хотя бы при x близких к x0? Для этого
изучим остаток

Rn+1(x) = f (x)−Pn(x),

где Pn(x) —многочлен Тейлора порядка n функции f (x) в точке x0.
Из равенства

Rn+1(x) = f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x− x0)−
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2−

− f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 − . . .− f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

имеем

Rn+1(x0) = R′
n+1(x0) = R′′

n+1(x0) = . . . = R
(n)
n+1(x0) = 0. (6.4.6)

Предположим, функция f (x) определена и непрерывна в некотором интер-
вале (a,b), содержащем точки x и x0, и что она имеет в этом интервале
производную n+1-го порядка.
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Рассмотрим промежуток [x0,x] (или [x,x0]), содержащийся в (a,b). Учи-
тывая (6.4.6), по теореме Коши имеем

Rn+1(x)

(x− x0)n+1
=

Rn+1(x)−Rn+1(x0)

(x− x0)n+1 − (x0 − x0)n+1
=

R′
n+1(c1)

(n+1)(c1 − x0)n
,

для некоторого c1, лежащего между x и x0.
Аналогично,

R′
n+1(c1)

(n+1)(c1 − x0)n
=

R′
n+1(c1)−R′

n+1(x0)

(n+1)(c1 − x0)n − (n+1)(x0 − x0)n+1
=

=
R′′

n+1(c2)

(n+1)n(c2 − x0)n−1
,

для некоторого c2, лежащего между c1 и x0.
Продолжая рассуждать таким же образом, в итоге получим

Rn+1(x)

(x− x0)n+1
=

R
(n+1)
n+1 (c)

(n+1)!
,

для некоторого c между cn и x0, а следовательно, между x и x0.

Так как многочлен Pn(x) имеет порядок n, то P
(n+1)
n (x) = 0, значит,

R
(n+1)
n+1 (x) = f (n+1)(x), и для остатка получаем выражение

Rn+1(x) =
f (n+1)(c)

(n+1)!
(x− x0)

n+1. (6.4.7)

Остаток, записанный в таком виде, называется остаточным членом в
форме Лагранжа. Из формулы (6.4.7) следует

lim
x→x0

Rn+1(x)

(x− x0)n
= lim

x→x0

f (n+1)(c)

(n+1)!
(x− x0) = 0.

Это означает, что Rn+1(x) является при x → x0 бесконечно малой более
высокого порядка, чем (x− x0)

n. Остаток в этом случае записывают в виде

Rn+1(x) = o((x− x0)
n), x → x0 (6.4.8)

и называют остаточным членом в форме Пеано.
Чаще всего используют остаточный член в форме Лагранжа, ввиду его

простоты.Ноиногда этаформанеприменимаитогдаприходитсяприменять
другие формы, менее простые. Из них упомянем остаточный член в форме
Коши

Rn+1(x) =
f (n+1)(x0 +θ(x− x0))

n!
(1−θ)n(x− x0)

n+1,

где 0 < θ < 1.
Таким образом, получили теорему
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Теорема 6.4.6 (теорема Тейлора). Если f (x) определена в некоторой
окрестности точки x0 и во всех внутренних точках этой окрестности
имеет производную (n + 1)-го порядка, то для любого x из этой окрестно-
сти

f (x) =
n

∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn+1(x) =

= f (x0)+ f ′(x0)(x− x0)+
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2+

+
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 + . . .+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn+1(x), (6.4.9)

где остаточный член Rn+1(x) можно представить в форме Лагранжа (6.4.7)
или в форме Пеано (6.4.8).

При x0 = 0 формула Тейлора имеет вид

f (x) =
n

∑
k=0

f k(0)

k!
xk +Rn+1(x) =

= f (0)+ f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + . . .

. . .+
f (n)(0)

n!
xn +Rn+1(x) (6.4.10)

и называется формулой Маклорена. Для остаточного члена в этом случае
имеем

Rn+1(x) = o(xn), x → 0, (6.4.11)

Rn+1(x) =
f (n+1)(c)

n!
xn+1. (6.4.12)

Здесь c—точка между нулем и x и, следовательно, ее можно представить
в виде c = θx, где θ — некоторое число между нулем и единицей: 0 < θ < 1.

Значение формулы Тейлора (6.4.9) состоит в том, что она позволяет
произвольную, достаточное число раз дифференцируемую в окрестности
точки x0 функцию представить в виде суммы многочлена и некоторой ве-
личины, имеющей, при x близких к x0, порядок малости |x− x0|n+1. То есть
приближенное равенство

f (x) ≈ f (x0)+ f ′(x0)(x− x0)+
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2+

+
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (6.4.13)
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тем точнее, чем x ближе к x0. В этом случае форма Пеано, характеризующая
лишь стремление остатка к нулю при x → x0, непригодна для приближен-
ных вычислений. В большинстве приложений у рассматриваемых функций
существуют и непрерывны производные всех порядков, так что в формуле
Тейлора в качестве n можно взять любое натуральное число. Предположим,
все производные функции f (x) ограничены одной и той константой:

| f (k)(x)| 6 M.

Тогда, используя остаточныйчлен вформеЛагранжа (6.4.7), будемиметь

|Rn+1(x)| =
∣∣∣∣∣

f (n+1)(c)

(n+1)!
(x− x0)

n+1

∣∣∣∣∣6
M

(n+1)!
|x− x0|n+1. (6.4.14)

Покажем, что правая часть последнего неравенства стремится к нулю
при n → ∞ для любого x. Возьмем произвольное число x и выберем на-
туральное число n0, большее, чем 2|x− x0|. Тогда при n > n0 будем иметь

n > 2|x− x0| или
|x− x0|

n
<

1

2
. Следовательно,

∣∣∣∣
(x− x0)

n+1

(n+1)!

∣∣∣∣=
|(x− x0)

n0 |
(n0)!

|x− x0|
n0 +1

|x− x0|
n0 +2

· · · |x− x0|
n+1

<

<
|(x− x0)

n0 |
(n0)!

1

2n+1−n0
<

|2(x− x0)|n0

(n0)!

1

2n
.

Так как первый множитель в правой части последнего неравенства не зави-
сят от n, а второй 1/2n стремится к нулю при n → ∞, то отсюда

lim
n→∞

M

(n+1)!
|x− x0|n+1 = 0

(6.4.14)
=⇒ lim

n→∞
Rn+1(x) = 0.

Таким образом, в этом случае можно оценить погрешность приближен-
ной формулы (6.4.13) (если n задано), либо подобрать n так, чтобы была
гарантирована заданная точность. В общем случае необходимо исследовать
стремление к нулю остатка в рассматриваемой точке x.

В недавнем прошлом основным приложением рядов Тейлора было их
использование в приближенных вычислениях значений функции. С разви-
тием вычислительной техники эти вопросы, по-видимому, потеряли свою
актуальность. Тем не менее поле применения рядов Тейлора необозримо.
Например, их часто с успехом используют для получения аналитического
выражения, пусть хотя быприближенного, решенияфункциональныхурав-
нений (т. е. уравнений содержащих неизвестную функцию и, возможно, ее
производные).

ПРИМЕР 6.4.1. Найти приближенное решение уравнения

sinx+ siny = x− y

в окрестности точки x0 = 0.
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РЕШЕНИЕ. Функцию y = y(x) ищем в виде (6.4.10). Подставляя в уравне-
ние x = x0 = 0, получим siny = −y. Значит, y(x0) = 0. Продифференцируем
данное уравнение

cosx+ cosy · y′ = 1− y′.

Подставим x = 0, y = y(x0) = 0: cos0+cos0 ·y′(0) = 1−y′(0). Отсюда y′(0) =
1/2. Дифференцируя еще раз, получим

−sinx− siny · y′2 + cosy · y′′ = −y′′.

Подставляя x = 0, y = y(0) = 0, y′ = y′(0) = 1/2, получим y′′ = −y′′. Значит
y′′(0) = 0. Проделав эту операцию еще один раз, будем иметь

−cosx− cosy · y′3 −3siny · y′ · y′′ + cosy · y′′′ = −y′′′.

Отсюда при x = 0, y = y(0) = 0, y′ = y′(0) = 1/2, y′′ = y′′(0) = 0 получим
y′′′ = 9/16. Таким образом, приближенное решение уравнения по формуле
(6.4.10)

y ≈ x

2
+

3

32
x3.

Но даже если аналитическое выражение для функции f (x) известно, то
формула Тейлора, как сказано выше, позволяет приближенно представить
ее (или, как говорят в математике, аппроксимировать многочленом пер-
вой степени (линейная аппроксимация), второй степени (параболическая
аппроксимация) и т. д.

ПРИМЕР 6.4.2. Представить приближенно в виде многочлена третьей
степени функцию y = xx в окрестности точки x0 = 1.

РЕШЕНИЕ. Для нахождения производных прологарифмируем функцию:
lny = lnxx = x lnx. Отсюда последовательным дифференцированием нахо-
дим

y′ = y(lnx+1), y′′ = y′(lnx+1)+
y

x
, y′′′ = y′′(lnx+1)+2

y′

x
− y

x2
.

Подставляя вфункциюи ее производные x = 1, получим y(1) = 1, y′(1) =
1, y′′(1) = 2, y′′′(1) = 3.

По формуле Тейлора (6.4.9) получаем искомое приближение

y = xx ≈ 1+(x−1)+(x−1)2 +
(x−1)3

2
=

2x3 −3x2 +3x+3

6
.

В качестве следующих примеров рассмотрим разложения некоторых
элементарных функций по формуле Маклорена (6.4.10). При этом мы огра-
ничимся функциями, коэффициенты Тейлора которых находятся сравни-
тельно просто.

Показательная функция
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У функции f (x) = ex все производные совпадают с f (x) и поэтому при
x = 0всеонипринимаютзначения, равные1.ПоформулеМаклорена (6.4.10)
с остаточным членом в форме Лагранжа

ex = 1+ x+
x2

2!
+

x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+

xn+1

(n+1)!
eθx, (6.4.15)

где 0 < θ < 1, а значит, c = θx находится между нулем и x. Покажем, что если
неограниченно увеличивать n, то остаточный член будет стремиться к нулю
при любом x. Пусть x произвольное действительное число. Выберем H > 0

настолько большим, чтобы −H < x < H . Так как функция ex, то она и все
ее производные ограничены одной и той же константой eH . Из неравенства
(6.4.14) получаем

|Rn+1(x)| 6 eH |x− x0|n+1

(n+1)!
→ 0, n → ∞.

Таким образом, равенство (6.4.15) справедливо на всей числовой оси для
любого n.

Синус и косинус

Для производных функции y = sinx имеем

y′ = cosx = sin(x+
π

2
);

y′′ = −sinx = sin(x+2
π

2
);

y′′′ = −cosx = sin(x+3
π

2
).

Следовательно,

y(n) = (sinx)(n) = sin(x+n
π

2
).

При x = 0 эти производные равны

y(n)(0) = sin(n
π

2
) =

{
0, при n = 2k,

(−1)k, при n = 2k +1.

Аналогично,
(cosx)(n) = cos(x+n · π

2
).

И, значит,

y(n)(0) = cos(n
π

2
) =

{
(−1)k, при n = 2k,

0, при n = 2k +1.

Таким образом разложения Тейлора имеют вид

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .+(−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!
+R2n(x). (6.4.16)

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . .+(−1)n x2n

(2n)!
+R2n+1(x). (6.4.17)
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Так как функции y = sinx и y = cosx и все их производные по модулю
не превосходят единицы, то разложения справедливы на всей числовой оси
(т. е. остаточные члены при любом x стремятся к нулю, если n → ∞).

Логарифм

Рассмотрим функцию y = f (x) = ln(1+ x). Дифференцируя, находим

y′ =
1

1+ x
,

y′′ = − 1

(1+ x)2
= (−1)1 1

(1+ x)2
,

y′′′ =
1 ·2

(1+ x)3
= (−1)2 2!

(1+ x)3
,

y(4) = − 1 ·2 ·3
(1+ x)4

= (−1)3 3!

(1+ x)4
,

. . .

y(n) = (−1)n−1 (n−1)!

(1+ x)n
.

Следовательно,

y(0) = 0, y(n)(0) = (−1)n−1(n−1)!

Искомое разложение по формуле (6.4.10) имеет вид

lnx = x− x2

2
+

x3

3
− . . .+(−1)n−1 xn

n
+Rn+1(x). (6.4.18)

Можно доказать, что остаточный член Rn+1(x), будет стремиться к нулю
при n → ∞, если только−1 < x 6 1.

Бином Ньютона

Рассмотрим функцию f (x) = (a + x)n, где n — натуральное число. Из
школьного курса математики известны частные случаи (a+x)2 = a2 +2ax+
x2 и (a + x)3 = a3 + 3a2x + 3ax2 + x3. Очевидно, f (x) — многочлен степени
n, поэтому все производные, начиная с n + 1-й тождественно равны нулю
и остаток также равен нулю. Ясно, что f ′(x) = n(a + x)n−1, f ′′(x) = n(n−
1)(a+x)n−2, . . . , f (k)(x) = n(n−1) . . .(n−k+1)(a+x)n−k, . . . , f (n)(x) = n(n−
−1) . . .2 ·1.

Подставляя сюда x = 0 и учитывая, что Rn+1(x) ≡ 0, по формуле Макло-
рена (6.4.10) получаем формулу бинома Ньютона

(a+ x)n = an +
n

1
an−1x+

n(n−1)

2!
an−2x2+

+
n(n−1)(n−2)

3!
an−3x3 + . . .+

n(n−1)(n−2) . . .2 ·1
n!

xn.
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Коэффициенты при an−kxk называются биномиальными коэффициента-
ми и обозначаютсяCk

n. Таким образом,

C0
n = 1, C1

n = n, C2
n =

n(n−1)

2!
, . . . ,

Ck
n =

n(n−1) . . .(n− k +1)

k!
, . . . , Cn

n = 1.

Биномиальные коэффициенты можно выразить через факториалы

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
; k = 0,1,2, . . . ,n; 0! = 1.

Отметим важное свойство биномиальных коэффициентов
Ck

n = Cn−k
n , k = 0,1,2, . . . ,n,

удобное при вычислении биномиальных коэффициентов, у которых верх-
ний индекс больше половины нижнего, например C7

10 = C10−7
10 = C3

10 =
10 ·9 ·8/3! = 120.

С использованием биномиальных коэффициентов формула бинома
Ньютона может быть записана в виде

(a+ x)n = C0
nan +C1

nan−1x+C2
nan−2x2 + . . .+Cn

nxn =
n

∑
k=0

Ck
nan−kxk. (6.4.19)

Отметим, что формула (6.4.19) была известна задолго до Ньютона. За-
слуга Ньютона в том, что он распространил эту формулу на не целые n.

Рассмотрим функцию f (x) = (1 + x)α, где α 6= 0 — произвольное дей-
ствительное число. Для x > −1 она имеет производные всех порядков

f ′(x) = α(a+ x)α−1, f ′′(x) = α(α−1)(a+ x)α−2, . . . ,

f (k)(x) = α(α−1) . . .(α− k +1)(a+ x)α−k.

Следовательно,
f (k)(0) = α(α−1) . . .(α− k +1).

Введем биномиальные коэффициенты
(

α

0

)
= 1,

(
α

1

)
= α,

(
α

2

)
=

α(α−1)

2!
, . . . ,

(
α

n

)
=

α(α−1) . . .(α−n+1)

n!
.

Из формулы Маклорена (6.4.10) получаем

(1+ x)α = 1+

(
α

1

)
x+

(
α

2

)
x2 + . . .+

(
α

n

)
xn +Rn+1(x) =

=
n

∑
k=0

(
α

k

)
xk +Rn+1(x). (6.4.20)
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6.4.3. Правило Лопиталя

Правило Лопиталя – это метод вычисления некоторых пределов. Ос-
новное правило Лопиталя служит для раскрытия неопределенностей вида
0/0. Пусть функции f (x) и g(x) дифференцируемы в окрестности точки a за
исключением, быть может, самой точки a, причем g′(x) 6= 0 в этой окрест-
ности.

Тогда если lim
x→a

f (x) = f (a) = 0, lim
x→a

g(x) = g(a) = 0 и существует предел

lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

, то

lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

. (6.4.21)

В самомделе, по теоремеКоши6.4.5 для x 6= aнайдется такое cмеждуaи x

, что
f (x)

g(x)
=

f (x)− f (a)

g(x)−g(a)
=

f ′(c)
g′(c)

. Если x→ a, то c→ aи lim
c→a

f ′(c)
g′(c)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

.

Отсюда получаем требуемое.

Если окажется, что lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

снова дает неопределенность вида 0/0, то

можно попытаться применить правило Лопиталя повторно. Иногда прихо-
дится применять этот прием несколько раз.

ПРИМЕР 6.4.3. Найти lim
x→0

1+ sinx− ex

x2
.

РЕШЕНИЕ. Дважды применяя правило Лопиталя, получим

lim
x→0

1+ sinx− ex

x2
=

(
0

0

)
= lim

x→0

cosx− ex

2x
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

−sinx− ex

2
= −1

2
.

Правило Лопиталя применимо также для неопределенностей вида ∞/∞:

Если lim
x→a

f (x) = ±∞, lim
x→a

g(x) = ±∞ и существует предел lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

, то

lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

. (6.4.22)

ПРИМЕР 6.4.4. Найти lim
x→0

lnsin2 x

ctgx
.

РЕШЕНИЕ. По правилу Лопиталя

lim
x→0

lnsin2 x

ctgx
= lim

x→0

(1/sin2 x)2sinxcosx

−1/sin2 x
= lim

x→0
(−2sinxcosx) = 0.
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Правило Лопиталя справедливо также и в случаях, когда x →±∞, когда

lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= ±∞ и наконец, оно справедливо для односторонних пределов.

ПРИМЕР 6.4.5. Показать, что

1) lim
x→+∞

lnα x

xβ
= 0, 2) lim

x→+∞

xα

eβx
= 0, (α > 0,β > 0). (6.4.23)

РЕШЕНИЕ. В обоих случаях, при положительных значениях параметров
α и β, мы имеем неопределенности вида∞/∞. В зависимости от конкретных
численных значений этих параметров применяем правило Лопиталя до тех
пор, пока не исчезнет неопределенность.

1) lim
x→+∞

lnα x

xβ
= lim

x→+∞

α lnα−1 x

x

βxβ−1
= lim

x→+∞

α lnα−1 x

βxβ
=

= lim
x→+∞

α(α−1) lnα−2 x

x

β2xβ−1
= lim

x→+∞

α(α−1) lnα−2 x

β2xβ
= . . .

. . . = lim
x→+∞

α(α−1) . . .(α− k +1) lnα−k x

βkxβ
= 0,

как только α− k < 0.
Аналогично,

2) lim
x→+∞

xα

eβx
= lim

x→+∞

αxα−1

βeβx
= . . .

. . . = lim
x→+∞

α(α−1) . . .(α− k +1)xα−k

βkeβx
,

как только α− k < 0.
Рассмотренныйпримеримеет некоторый теоретическийинтерес. Среди

элементарных функций выделим три класса:
1) показательные функции y = ax = ex lna с основанием a > 1;
2) степенные функции y = xα с показателем α > 0;
3) логарифмические функции lnα x, возведенные в произвольную поло-

жительную степень α.
Все функции этих классов неограниченно возрастают с ростом x. Тогда

любая функция из предыдущего класса возрастает медленнее любой функ-
цииизпоследующего класса.Отсюда, в частности, сразуполучаем, что какое
бы ε > 0 ни взять, для всех достаточно больших x выполняется неравенство
lnx < xε.
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ПравилоЛопиталяпозволяетраскрыватьивседругиенеопределенности
(∞−∞), (0 ·∞), (00), (∞0), (1∞). В каждом случае алгебраическими преоб-
разованиями данное выражение нужно преобразовать к неопределенности
вида (0/0) или (∞/∞). Как это делается, рассмотрим на примерах.

Неопределенность (∞−∞).Найти предел lim
x→0

(
ctgx− 1

x

)
.

РЕШЕНИЕ.

lim
x→0

(
ctgx− 1

x

)
= lim

x→0

(
cosx

sinx
− 1

x

)
= lim

x→0

xcosx− sinx

xsinx
=

= lim
x→0

cosx− xsinx− cosx

sinx+ xcosx
= lim

x→0

xsinx

sinx+ xcosx
=

= lim
x→0

sinx

sinx

x
+ cosx

=
0

1+1
= 0.

Неопределенность (0 ·∞).Найти предел lim
x→+0

x lnx.

РЕШЕНИЕ. Функцию x lnx можно представить либо в виде
lnx

1/x
, либо

x

1/ lnx
. Первое представление предпочтительнее, так как в этом случае про-

изводнаязнаменателянаходитсяпроще.Вэтомслучаефункциядаетнеопре-
деленность вида (∞/∞) и по правилу Лопиталя имеем

lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx

1/x
= lim

x→+0

1/x

−1/x2
= lim

x→+0
(−x) = 0.

Прираскрытии трех последнихнеопределенностейможноиспользовать
основное логарифмическое тождество uv = elnuv

= ev lnu. Нетрудно прове-
рить, что во всех трех случаях в показателе экспоненты мы будем иметь
неопределенность вида (0 ·∞), рассмотренную в предыдущем примере.

Неопределенность (00).Найти предел lim
x→0

(sinx)x.

РЕШЕНИЕ.

lim
x→0

(sinx)x = lim
x→0

ex lnsinx = lim
x→0

e

lnsinx

1/x =

= lim
x→0

e

cosx/sinx

−1/x2
= lim

x→0
e
−

x2 cosx

sinx = e0 = 1.

На последнем шаге использован первый замечательный предел.
Неопределенность (∞0).Найти предел lim

x→0
(ln(1+ x))x.
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РЕШЕНИЕ.

lim
x→0

(ln(1+ x))x = lim
x→0

ex ln ln(1+x) = lim
x→0

e

ln ln(1+ x)

1/x =

= lim
x→0

e

1/((1+ x) ln(1+ x))

−1/x2
= lim

x→0
e
−

2x

ln(1+ x)+1 =

= lim
x→0

e0 = 1.

Неопределенность (1∞).Найти предел lim
x→0

(cosx)

1

x2 .

РЕШЕНИЕ.

lim
x→0

(cosx)

1

x2 = lim
x→0

e

lncosx

x2 = lim
x→0

e
−

tgx

2x =

= lim
x→0

e
−

1/cos2 x

2 = e
−

1

2 .

Даже при использовании правила Лопиталя не следует забывать теоре-
му об использовании эквивалентных бесконечно малых (предел отношения
бесконечно малых не изменится, если числитель или знаменатель заменить
эквивалентными бесконечно малыми). Так, в последнем примере решение
будет кратким, если заменить бесконечно малую tgx, x → 0 на эквивалент-
ную x. Более показателен следующий пример.

Если предел lim
x→0

ex3 − x3 −1

sin6 x
находить, используя только правило Лопи-

таля, то придется это правило шесть раз, причем при каждом дифференци-
ровании числитель и знаменатель будут все более усложняться (убедитесь
в этом). Если же воспользоваться эквивалентностью sinx ∼ x при x → 0, а
затем сделать замену x3 = t (при этом, очевидно, t → 0), то получим

lim
x→0

ex3 − x3 −1

sin6 x
= lim

x→0

ex3 − x3 −1

x6
= lim

t→0

et − t −1

t2
=

= lim
t→0

et −1

2t
= lim

t→0

et

2
=

1

2
.

Правило Лопиталя не всегда приводит к цели. Рассмотрим предел

lim
x→+∞

√
x2 +1

x
,
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имеющий неопределенность вида (∞/∞). Дважды применяя правило Лопи-
таля, будем иметь

lim
x→+∞

√
x2 +1

x
= lim

x→+∞

x/
√

x2 +1

1
= lim

x→+∞

x√
x2 +1

=

= lim
x→+∞

1

x/
√

x2 +1
= lim

x→+∞

√
x2 +1

x
.

Между тем предел легко находится непосредственно

lim
x→+∞

√
x2 +1

x
= lim

x→+∞

x

√
1+

1

x2

x
= lim

x→+∞

√
1+

1

x2
= 1.

ИногдаправилоЛопиталянеприменимологически.Например,применяя
егокпервомузамечательномупределу,получим,конечно, верныйрезультат:

lim
x→0

sinx

x
= lim

x→0

cosx

1
= 1.

Но ведь при этом мы используем тот факт, что производная синуса —
косинус, а он обычно доказывается применением именно первого заме-
чательного предела. Такие «доказательства» в логике называют порочным
логическим кругом. В этом случае нужно этот круг разорвать — либо до-
казать, что производная синуса — косинус не используя первого замеча-
тельного предела, и тогда приведенное доказательство этого предела верно,
либо доказывать первый замечательный предел без использования правила
Лопиталя, что обычно и делают.

Наконец, обратим внимание на требование существования предела от-
ношения производных. Может оказаться так, что этого предела нет, а сам
предел отношения двух функций тем не менее существует. Например,

lim
x→+∞

x+ sinx

x
= lim

x→+∞
(1+

1

x
sinx) = 0,

так как произведение бесконечно малой
1

x
на ограниченную sinx являет-

ся бесконечно малой. В то же время предел отношения производных —

lim
x→+∞

(x+ sinx)′

x′
= lim

x→+∞
(1+ cosx) — не существует.

6.4.4. Исследование поведения функции

Рассмотрим общие методы исследования поведения функции, основан-
ные на дифференциальном исчислении.

Возрастание и убывание функции.
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Теорема 6.4.7. Для того, чтобы дифференцируемая функция f (x) мо-
нотонно возрастала (убывала) на отрезке [a.b] необходимо и достаточно,
чтобы f ′(x) > 0 ( f ′(x) 6 0.

Необходимость вытекает из определения производной и свойств предела.
Достаточность — это очевидное обобщение теоремы 6.4.1.

Установленная этой теоремой связь между знаком производной и воз-
растанием или убыванием функции геометрически очевидна. Так как про-
изводная — это тангенс угла наклона касательной к графику функции и так
как тангенс острого угла положителен, а тангенс тупого угла—отрицателен,
то знак этого углового коэффициента показывает, наклонена ли касательная
вверх или вниз, а значит, идет вверх или вниз график функции.

Экстремумы функции

Точкаx0 называетсяточкоймаксимума (локальногомаксимума)функции
f (x), если существует такая окрестность этой точки, что для всех точек x из
этой окрестности выполняется неравенство

f (x) 6 f (x0).

Аналогично, если для всех x из некоторой окрестности точки x0 выпол-
няется неравенство

f (x) > f (x0),

то точка x0 называется точкой минимума (локального минимума).
Точки максимума и минимума функции называются точками экстре-

мума, а значения функции в этих точках — ееточками экстремумами.
Очевидно, если f ′(x) 6= 0 в малой окрестности точки x0, то в этой окрест-

ности функция f (x) либо возрастает, либо убывает и, значит, в точке x0 не
может быть экстремума. Если же в точке x0 есть экстремум, то по теореме
Ферма и замечанию к ней, производная в этой точке x0 или равна нулю или
не существует. Отсюда получаем

Необходимые условия существования экстремума

Если точка x0 является точкой экстремума функции f (x), то либо
f ′(x0) = 0, либо f ′(x0) не существует.

Эти условия не являются достаточными. Это означает, что если в неко-
торой точке производная или равна нулю или не существует, то в этой точке
экстремума может и не быть. В самом деле, рассмотрим две функции

f (x) = x3, g(x) =

{
x, при x 6 0,

2x, при x > 0.

В точке x = 0 производная функции f (x) обращается в нуль, а производ-
ная функции g(x) в этой точке не существует (в этой точке у графика нет
касательной). В тоже время обе функции не имеют экстремума в точке x = 0
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(например, потому, что в этой точке они обе обращаются в нуль, а рядом с
ней принимают как положительные, так и отрицательные значения).

Точки, в которых производная равна нулю будем называть стационар-
ными точками.Точки, в которыхпроизводнаяне существует будемназывать
критическими. Стационарные и критические точки называют точками по-
дозрительными на экстремум.

Первый достаточный признак существования экстремума

Итак, пусть найдены все подозрительные на экстремум точки функции
f (x). Как проверить, есть ли на самом деле в каждой из этих точек максимум
или минимум? Предположим, что в малой окрестности подозрительной на
экстремум точки x0 производная сохраняет знак (то есть по обе стороны
от этой точки она либо положительна, либо отрицательна). Тогда в этой
окрестности функция или возрастает или убывает, и, значит, в точке x0 нет
экстремума.

Если слева от точки, подозрительной на экстремум, производная f ′(x)
положительна, а справа от этой точки она отрицательна, то это означает,
что слева от точки x0 она возрастает, а справа — убывает, и, значит, в этой
точке максимум.

Аналогично, если слева от подозрительной на экстремум точки произ-
водная f ′(x) отрицательна, а справа от нее— положительна, то в этой точке
минимум.

Итак, если при переходе через точку, подозрительную на экстремум,
производная f ′(x):

1) меняет знак с «плюс» на «минус», то в этой точке максимум;
2) меняет знак с «минус» на «плюс», то в этой точке минимум;
3) не меняет знака, то в этой точке нет экстремума.
Этот признак удобен, в частности, тем, что мы совмещаем исследование

на экстремум с исследованием монотонности.

ПРИМЕР 6.4.6. Найти промежуткимонотонности иточки экстремума
функции

y =
3
√

x2(x−2).

РЕШЕНИЕ. Функция определена на всей числовой прямой. Сначала нахо-
дим производную

y′ =
2

3
x−1/3(x−2)+ x2/3 =

5x−4

3 3
√

x
.

Находим стационарные и критические точки: y′ = 0, если x = 1; y′ не
существует, если x = 0.
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x (−∞,0) 0 (0,4/5) 4/5 (4/5,+∞)
y′ + не существует - 0 +
y ր 0 ց −1,1 ր

При заполнении этой таблицы включаем в нее точки разрыва произ-
водной (при переходе через них производная может сменить знак), а для
определения знака производной достаточно подставить в нее какие-либо
точки из соответствующих промежутков, например x =−1, x = 1/2, и x = 2.

Второй достаточный признак существования экстремума

Пусть x0 —стационарная точка функции f (x), т. е. f ′(x0) = 0. Предполо-
жим,чтовэтойточкесуществуетвтораяпроизводная.Тогда, если f ′′(x0) > 0,
то в точке x0 функция f (x) имеет минимум; если же f ′′(x0) < 0, то в точке
x0 функция имеет максимум.

Этот признак, как частный случай (при n = 2), следует из следующего
признака.

Третий достаточный признак существования экстремума

Предположим, функция f (x) имеет в точке x0 производные до порядка
n(n ∈ N) включительно. Тогда, если

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0,

а f (n)(x0) 6= 0, то:
1) при n четном в точке x0 есть экстремум, причем это будет минимум,

если f (n)(x0) > 0 и минимум, если f (n)(x0) < 0;
2) при n нечетном в точке x0 экстремума нет.
Докажем этот признак, используя формулу Тейлора с остаточным чле-

ном в форме Пеано. Так как все производные до порядка n равны нулю, по
этой формуле приращение f (x)− f (x0) представим в виде

f (x)− f (x0) =
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +o((x− x0)
n).

Так как o((x− x0)
n) — бесконечно малая более высокого порядка, чем

(x− x0)
n, то ее можно представить в виде o((x− x0)

n) =
α(x)

n!
(x− x0)

n, где

α(x) — бесконечно малая при x → x0. Следовательно,

f (x)− f (x0) =
f (n)(x0)+α(x)

n!
(x− x0)

n. (6.4.24)

Если f (n)(x0) 6= 0, то, ввиду того, что α(x) → 0 при x → 0, в достаточ-
но малой окрестности точки x0 знак f (n)(x0) + α(x) совпадает со знаком
f (n)(x0). Если n четное, то (x−x0)

n всегда положительно. Таким образом, ес-
ли f (n)(x0) > 0, то в достаточномалой окрестности точки x0 f (x)− f (x0) > 0,
то есть f (x) > f (x0) и, значит, в этой точке минимум.
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Аналогично, если f (n)(x0) < 0, то f (x) < f (x0) и в точке x0 максимум.
Если n нечетное, то (x− x0)

n меняет знак при переходе через точку x0.
Значит, с одной стороны от этой точки разность f (x)− f (x0) положительна,
а с другой отрицательна и, следовательно, в точке x0 нет экстремума.

Наибольшее и наименьшее значения функции

Если функция непрерывна на отрезке [a,b], то по теореме Вейерштрасса
она достигает на этом отрезке свои наибольшее и наименьшее значения.
Как их найти?

Если в точках x1, x2, . . . , xk ∈ [a,b] функция f (x) имеет k локальных
максимумов, то, очевидно, наибольшее значение равно наибольшему из
чисел

f (x1), f (x2), . . . , f (xk), f (a), f (b).

Последние два числа добавляем потому, что точки a и b могут и не быть
точками локальныхмаксимумов, а наибольшее значение может достигаться
именно в них (например, если функция монотонно возрастает).

Аналогично, если непрерывная на отрезке [a,b] функция f (x) имеет в
точках x′1, x′2, . . . , x′m ∈ [a,b] локальные минимумы, то ее наименьшее значе-
ние равно наименьшему из чисел

f (x′1), f (x′2), . . . , f (x′m), f (a), f (b).

Таким образом, получаемметод отыскания наибольшего и наименьшего
значений непрерывной функции:

1) находим точки, подозрительные на экстремум (используя необходи-
мые условия существования экстремума);

2) выбираем те из них, которые принадлежат отрезку [a,b];
3) вычисляем значение функции в выбранных точках и в точках a и b.

Исследовать выбранные точки на экстремум нет необходимости, ведь мы
точно знаем, что искомые наибольшее и наименьшее значения содержатся
среди значений функции в указанных точках.

4) среди найденных значений выбираем самое большое и самое малень-
кое.

ПРИМЕР 6.4.7. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

y = 3

√
(x−2)(x+3)2

на отрезке [0,3].

РЕШЕНИЕ. 1) Найдем точки, подозрительные на экстремум.

y′ =
3x−1

3 3
√

(x−2)2(x+3)
.

Производная равна нулю при x = 1/3 и она не существует при x = −3 и
x = 2.
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2) На отрезок [0,3] попадают точки x1 = 1/3 и x2 = 2.
3) Вычисляем значение функции в выбранных точках и в концевых точ-

ках отрезка: f (x1) = f (1/3) = − 3
√

50/9 ≈ −1,77; f (x2) = f (2) = 0; f (0) =

− 3
√

18 ≈−2,62; f (3) = − 3
√

36 ≈ 3,30.
4) среди найденных значений выбираем наибольшее и наименьшее

f (0) = − 3
√

18, f (3) =
3
√

36.

Во многих приложениях математического анализа требуется найти наи-
большее и наименьшее значения некоторой переменной величины, являю-
щейся функцией другой переменной.

ПРИМЕР 6.4.8. Из квадратного листа бумаги, вырезав по углам равные
квадраты, изготавливаем открытую коробку. Какой должна быть сторона
вырезаемого квадрата, чтобы эта коробка имела наибольший объем?

РЕШЕНИЕ. Пусть сторона листа равна a. Обозначим через x сторо-
ну вырезаемого квадрата. Тогда, очевидно, объем V коробки будет равен

V = x(a−2x)2. Ясно, что 0 6 x 6
a

2
и на этом промежутке требуется найти

наибольшее значение функции V = V (x). На концах промежутка эта функ-
ция не может достигать наибольшего значения (в этом случае получим
«коробку» нулевого объема).

Находим стационарные точки: V ′ = (a − 2x)2 + x2(a−
−2x)(−2) = (a − 2x)(a − 6x) = 0 =⇒ x = a/6 (корень x = a/2 посто-
ронний). В том, что в точке x = a/6 функция V имеет максимум, легко
убедиться, вспомнив, например, первый достаточный признак экстремума,
но, заметим, что из реального смысла задачи следует, что в найденной точке
(так как она единственна) будет максимум.

ПРИМЕР 6.4.9. На какой высоте над центром круглой площадки радиуса
R нужно повесить электрическую лампу, чтобы граница этой площадки
имела максимальную освещенность?

РЕШЕНИЕ. Обозначим через x высоту подвеса лампы, r — расстояние от
лампы до границы площадки, ϕ — угол падения лучей. По законам физики,
освещенность J в точке прямо пропорциональна косинусу угла падения лу-
чейиобратнопропорциональнаквадратурасстоянияот точкидоисточника
света, т. е.

J = γ
cosϕ

r2
,

где γ—коэффициентпропорциональности, зависящийотсветосилылампы.
Но cosϕ = x/r, r =

√
x2 +R2, значит,

J = γ
x

(x2 +R2)3/2
0 < x < +∞.

245



Находим стационарные точки

J′ = γ
R2 −2x2

(x2 +R2)5/2
= 0 =⇒ x =

R√
2
≈ 0,7R.

Это и есть искомая высота подвеса лампы. Доказательство того, что
здесь будет именно максимум, также можно опустить из физических сооб-
ражений (положите лампу на землю в центре площадки или подвесьте на
километровый столб).

Выпуклость

Пусть f ′′(x) > 0 на отрезке [a,b]. Тогда первая производная f ′(x) моно-
тонно возрастает.Но f ′(x)—это тангенс угла наклона касательной и, значит
этот тангенс монотонно возрастает. Каждая ветвь тангенса — монотонно
возрастающая кривая, следовательно, если тангенс возрастает, то его ар-
гумент на интервалах (0,π/2) и (π/2,π) также возрастает. Следовательно,
если f ′′(x) > 0 на отрезке [a,b], то график функции f (x) является вогнутой
(выпуклой вниз) кривой (рис.6.7).

Аналогично, если f ′′(x) < 0 на отрезке [a,b], то график функции f ′(x)
является выпуклой (выпуклой вверх) кривой (рис.6.8).

O

x

y

O

x

y

Рис. 6.7 Рис. 6.8

Дадим более строгие формулировки. Пусть Y = f (x0)+
+ f ′(x0)(x − x0) — касательная к графику функции y = f (x) в произ-
вольной точке x0 ∈ [a,b]. Введем функцию

g(x) = y−Y = f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x− x0). (6.4.25)

График функции называется выпуклым вверх (выпуклым вниз) на про-
межутке [a,b], если для любой точки x0 ∈ [a,b] функция g(x) = y−Y 6 0

(g(x) = y−Y > 0).
Геометрически этоозначает, что графикфункциилежит содной стороны

от любой касательной (рис. 6.7 и 6.8).
Интервалывыпуклостивверхиинтервалывыпуклостивнизназываются

интервалами выпуклости. Точки, при переходе через которые меняется
характер выпуклости, называютсяточками перегиба.

Например, выпуклымивнизнавсейчисловойпрямойявляются графики
функций y = x2 и y = ex. Выпуклым вверх для всех x > 0 является график
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функцииy = lnx.Дляфункцийy = x3 иy = 1/xинтервал (−∞,0)этоинтервал
выпуклости вверх, а интервал (0,+∞) — интервал выпуклости вниз.

Теорема 6.4.8 (Условие выпуклости функции).

Для того чтобы график дважды дифференцируемой на интервале (a,b)
функции y = f (x) был выпуклым вниз на этом интервале, необходимо и
достаточно, чтобы вторая производная была неотрицательна на (a,b),
т. е. f ′′(x) > 0,x ∈ (a,b).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть график функции выпуклая
вниз на интервале (a,b) кривая, и надо доказать, что в произвольной точке
x0 из этогоинтервала f ′′(x0) > 0. Поопределениювыпуклостивнизфункция
g(x), определенная равенством (6.4.25), неотрицательна и, так как g(x0) = 0,
имеет в точке x0 минимум. По второму достаточному признаку экстремума
ее втораяпроизводная в точке x0 положительна:g′′(x0) > 0.Ноg′′(x) = f ′′(x),
и необходимость доказана.

Достаточность. Пусть f ′′(x) > 0 во всех точках интервала (a,b). По
определению выпуклости вниз надо доказать, что функция g(x), определен-
ная равенством (6.4.25), неотрицательна. Так как g′′(x) = f ′′(x), то g′′(x) > 0

на интервале (a,b), а значит, g′(x) монотонно возрастает на этом интервале.
Ноg′(x0) = 0, следовательно, левее точки x0 g′(x)отрицательна, аправее ее—
положительна. Значит, слева от точки x0 функция g(x) убывает, а справа от
точки x0 возрастает и, следовательно, имеет в этой точке минимум, рав-
ный g(x0) = 0. Отсюда g(x) > g(x0) = 0 и, значит, график функции y = f (x)
выпуклая вниз на интервале (a,b) кривая. Теорема доказана.

Аналогично необходимым и достаточным условием выпуклости вверх
графика дважды дифференцируемой на интервале (a,b) функции y = f (x)
является выполнение неравенства

f ′′(x) 6 0,x ∈ (a,b).

ПРИМЕР 6.4.10. Найти интервалы выпуклости иточки перегиба графи-

ка функции y = e
3
√

x.

РЕШЕНИЕ. Вычислим первую и вторую производные функции

y′ =
e

3
√

x

3
3
√

x2
, y′′ =

3
√

x−2

9x5/3
e

3
√

x.

Решая неравенство (например методом интервалов)

y′′ =
3
√

x−2

9x5/3
e

3
√

x > 0,

получаем x ∈ (−∞,0)∪ (8,+∞). Очевидно, при x ∈ (0,8) выполняется нера-
венство y′′ < 0.
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Итак, при x∈ (−∞,0)∪(8,+∞) графикфункцииявляется выпуклойвниз
кривой, а на интервале (0,8) он выпуклый вверх. При переходе через точ-
ки x = 0 и x = 8 меняется характер выпуклости, следовательно, эти точки
являются точками перегиба.

Асимптоты

Используя пределы, можно выяснить поведение функции на границе
области определения функции.

Прямая x = x0 называется вертикальной асимптотой графика функции
f (x), если хотя бы один из односторонних пределов равен бесконечности

lim
x→x0−0

f (x) = ∞ или lim
x→x0+0

f (x) = ∞. (6.4.26)

Так, например, прямая x = 0 (т. е. ось Oy) является вертикальной асимп-
тотой графика гиперболы y = 1/x, так как оба предела (6.4.26) бесконечны.
Для логарифмической кривой y = lnx ось Oy также является вертикальной
асимптотой, таккак lim

x→x0+0
lnx =−∞. Графиктангенса tgxимеетбесконечное

множество вертикальных асимптот x = π/2+πn,n ∈ Z.
Ясно, что вертикальные асимптоты возможны только либо в точках

разрывафункции,либона границеобластиопределения (еслиэта граничная
точка — конечное число).

Прямая y = kx+b называется наклонной асимптотой графика функции
f (x) при x → +∞ (при x →−∞), если

lim
x→+∞

( f (x)− (kx+b)) = 0 или

lim
x→−∞

( f (x)− (kx+b)) = 0.
(6.4.27)

Если k = 0, то асимптота y = b называется горизонтальной.

Теорема 6.4.9. Длятого чтобыпрямая y = kx+b быланаклоннойасимп-
тотой графика функции f (x) при x → +∞ (при x → −∞), необходимо и
достаточно, чтобы

lim
x→+∞

f (x)

x
= k, lim

x→+∞
( f (x)− kx) = b, (6.4.28)

(
lim

x→−∞

f (x)

x
= k, lim

x→−∞
( f (x)− kx) = b

)
. (6.4.29)

Для доказательства заметим, что если lim
x→±∞

( f (x) − (kx + b)) =

= 0, то и подавно lim
x→±∞

f (x)− (kx+b)

x
= 0. Отсюда lim

x→±∞

(
f (x)

x
− k− b

x

)
= 0

и, значит, k = lim
x→±∞

f (x)

x
.

Оставшуюся часть доказательства предлагаем читателю воспроизвести
самостоятельно.
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В заключение рассмотрим пример

ПРИМЕР 6.4.11. Найти все асимптоты графика функции

y =

√
x2 +

1

x2
.

РЕШЕНИЕ. Запишем функцию в виде y =

√
x4 +1

|x| . Она определена и

непрерывна для всех x, кроме x = 0. Найдем односторонние пределы в этой
точке разрыва

lim
x→0±0

√
x4 +1

|x| = +∞,

то есть x = 0 — вертикальная асимптота.
Выясним, есть ли наклонные асимптоты. По формулам (6.4.29) имеем

lim
x→−∞

f (x)

x
= lim

x→−∞

√
x4 +1

x|x| = lim
x→−∞

x2
√

1+1/x4

−x2
= −1,

b = lim
x→−∞

( f (x)− kx) = lim
x→−∞

(√
x4 +1

−x
+ x

)
=

= lim
x→−∞

√
x4 +1− x2

−x
= lim

x→−∞

1

−x(
√

x4 +1+ x2)
= 0.

Значит, прямая y = −x — наклонная асимптота при x →−∞.
Аналогично, По формулам (6.4.28)

lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

x2
√

1+1/x4

x2
= 1,

b = lim
x→+∞

( f (x)− kx) = lim
x→+∞

(√
x4 −1

x
− x

)
=

= lim
x→+∞

√
x4 +1− x2

x
= lim

x→+∞

1

x(
√

x4 +1+ x2)
= 0.

Значит, y = x — наклонная асимптота при x → +∞.

6.4.5. Построение графиков функций

Дифференциальное исчисление дает мощные методы для построения
графиков функций. При этом основной целью является изучение хода из-
менения функции (возрастание, убывание, экстремумы, выпуклость) и точ-
ность значений функции не так важна.
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При построении графиков функций удобно использовать следующую
схему.

1) Найти область определения функции.
2) Проверить, является ли функция четной, нечетной или ни той, ни

другой.Напомним, чтофункция f (x) называется четной, если f (−x) = f (x),
и нечетной, если f (−x) = − f (x). Очевидно, область определения таких
функций симметрична относительно начала координат и если в каких-либо
двух симметричных точках x0 и−x0 функция f (x0) 6=± f (−x0), то она не бу-
дет ни четной, ни нечетной. Так как график четной функции симметричен
относительно оси ординат, а график нечетной функции симметричен от-
носительно начала координат, то все дальнейшее исследование достаточно
провести только для x > 0.

Аналогично еслифункция является периодической, то достаточно иссле-
довать ее и построить график на любом промежутке, длина которого равна
периоду.

3) Найти точки пересечения графика с осями координат. Для нахожде-
ния точки пересечения с осью Oy (если она существует), достаточно поло-
жить x = 0. Для нахождения точек пересечения с осью Ox нужно решить
уравнение f (x) = 0, а это часто бывает или затруднительно, или даже невоз-
можно. И тогда этот пункт пропускаем. Аналогично можно попытаться
найти интервалы, на которых функция сохраняет определенный знак.

4) Найти точки разрыва функции и асимптоты.
5) Найти первую производную и по ней промежутки монотонности

функции и ее экстремумы.
6)Найти вторую производную и по ней промежутки выпуклости вверх

или вниз и точки перегиба графика.
7) Построить график функции.
Рассмотрим примеры на полное исследование функции и построение ее

графика.

ПРИМЕР 6.4.12. Построить график функции

y =
x3

x2 −1
.

РЕШЕНИЕ. 1) Функция определена на всей числовой прямой, кроме нулей
знаменателя x = ±1.

2) y(−x) =
(−x)3

(−x)2 −1
=− x3

x2 −1
=−y(x) =⇒функция нечетная, график

симметричен относительно начала координат. Дальнейшее исследование
проводим для x > 0.
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3) x = 0 ⇐⇒ y = 0. График пересекает оси координат в единствен-

ной точке (0,0). Используя метод интервалов, убеждаемся, что
x3

x2 −1
=

x3

(x−1)(x+1)
> 0, если x > 1. При 0 < x < 1 функция отрицательна.

4) Найдем односторонние пределы в точке разрыва x = 1.

lim
x→1−0

x3

x2 −1
=

x3

(x−1)(x+1)
= −∞,

lim
x→1+0

x3

x2 −1
= +∞,

т. е. x = 1 — вертикальная асимптота.
Ищем наклонные асимптоты. По формулам (6.4.28) и (6.4.29) имеем

k = lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

x3

x(x2 −1)
= lim

x→±∞

1

1−1/x2
= 1.

b = lim
x→±∞

( f (x)− kx) = lim
x→±∞

(
x3

x2 −1
− x

)
= lim

x→±∞

x

x2 −1
= 0.

Следовательно, прямая y = x является асимптотой как при x → +∞, так
и при x →−∞.

5) Находим производную y′ =
x2(x2 −3)

(x2 −1)2
. Стационарных точек три: x = 0

и x = ±
√

3. Производная не существует, если x = ±1, но эти точки не могут
быть подозрительными на экстремум, так как в этих точках сама функция
не определена.

x 0 (0,1) 1 (1,
√

3)
√

3 (
√

3,+∞)
y′ 0 - 6∃ - 0 +
y ց 6∃ ց 3

√
3/2 ≈ 2,5 ր

6) Находим вторую производную y′′ =
2x(x2 +3)

(x2 −1)3
. Если x > 1, то y′′ > 0 и

график является выпуклой вниз кривой; а если x ∈ (0,1), то y′′ < 0 и график
выпуклый вверх.
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x

y

Рис. 6.9

7) На основании этого анализа стро-
им график для x > 0 и, симметрично от-
ражая полученную кривую относитель-
но начала координат, получаем график

функции y =
x3

x2 −1
. При этом учитыва-

ем, что в точке x = 0 производная равна
нулю, то есть касательная горизонтальна
(рис. 6.9).

ПРИМЕР 6.4.13. Построить график функции

y =
x3

x−1
.

РЕШЕНИЕ. 1) Функция определена на всей числовой прямой, кроме нуля
знаменателя x = 1.

2) Функция не является ни четной ни нечетной (область определения
несимметрична относительно начала координат).

3) x = 0 ⇐⇒ y = 0. Точка (0,0) — единственная точка пересечения с

осями координат. Используя метод интервалов, убеждаемся,что
x3

x−1
> 0,

если x > 1 или x < 0. При 0 < x < 1 функция отрицательна.
4) Найдем односторонние пределы в точке разрыва x = 1.

lim
x→1−0

x3

x−1
= −∞,

lim
x→1+0

x3

x−1
= +∞,

то есть x = 1 — вертикальная асимптота.
Так как

k = lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

x3

x(x−1)
= lim

x→±∞

x

1−1/x2
= ∞,

то наклонных асимптот нет.

5)Находимпроизводнуюy′ =
x2(2x−3)

(x−1)2
.Имеемдвестационарныеточки

x = 0 и x = 3/2. В точке x = 1 производная не существует, но экстремума в
этой точке не может быть, так как в ней сама функция не определена.

x (−∞,0) 0 (0,1) 1 (1,3/2) 3/2 (3/2,+∞)
y′ - 0 - 6∃ - 0 +
y ց 0 ց 6∃ ց 6,75 ր
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6) Находим вторую производ-

ную y′′ =
2x(x2 −3x+3)

(x−1)3
. Если x >

> 1 или x < 0, то y′′ > 0 и график является
выпуклой вниз кривой; а если x ∈ (0,1),
то y′′ < 0 и график выпуклый вверх.

7) На основании этого анализа строим
график (рис. 6.10).

x

y

Рис. 6.10

ПРИМЕР 6.4.14. Построить график функции

y =
ln2 x

x
.

РЕШЕНИЕ. 1) Функция определена при x > 0.
2) Функция не является ни четной ни нечетной.
3) y = 0, толькопри x = 1. Точка (1,0)—единственная точка пересечения

с осями координат. Функция неотрицательна во всей области определения.
4) Найдем предел справа в граничной точке x = 0 области определения

lim
x→0+0

ln2 x

x
= +∞,

т. е. x = 0 — ось Oy — вертикальная асимптота.
Ищем наклонные асимптоты. По формуле (6.4.28), используя пример

(6.4.23), имеем

k = lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

ln2 x

x2
= 0,

b = lim
x→+∞

( f (x)− kx) = lim
x→+∞

ln2 x

x
= 0.

Следовательно, у графикафункции есть горизонтальная асимптота y = 0

(ось Ox) при x → +∞.

5) Производная равна y′ =
lnx(2− lnx)

x2
. Две стационарные точки lnx =

0 =⇒ x = 1 и lnx = 2 =⇒ x = e2 ≈ 7,4.

x (0,1) 1 (1,e2) e2 (e2,+∞)
y′ - 0 + 0 -
y ց 0 ր 4/e2 ≈ 0,6 ց
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6) Находим вторую производную y′′ =
2−6lnx+2ln2 x

x3
.

Приравнивая числитель к нулю и решая квадратное (относительно lnx)
уравнение, находим точки перегиба графика функции:

lnx =
3±

√
5

2
=⇒

{
x1 = e(3−

√
5)/2 ≈ 1,46,

x2 = e(3+
√

5)/2 ≈ 13,74.

x

y

Рис. 6.11

Если x1 < x < x2, то вторая производная
отрицательна и график функции выпук-
лая вверх кривая. Для остальных x из об-
ласти определения график будет выпук-
лым вниз.

7) На основании этого анализа стро-
им график (рис. 6.11).
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Контрольные работы

Данный раздел предназначен в основном для студентов–заочников. Он
содержит задания для выполнения контрольных работ. Однако и студенты
дневного отделения могут использовать материалы раздела для подготовки
к экзамену.

В нумерации задач первая цифра означает номер контрольной работы,
вторая — номер задачи, третья номер варианта. Выполнять контрольные
задания следует по варианту, номер которого совпадает с последней цифрой
учебного шифра студента. При оформлении контрольной работы задачи
должны быть расположены в естественном порядке.

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 0

110 Даны матрицы:

A =




3 0 2

−6 5 0

−2 8 5


 ,B =




1 −4 −3

1 −5 −3

−1 6 4


 ,b =




9

−1

−3


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицу C = A ·B; обратную матрицу C−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

120.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 +2x2 − x3 = 2

−x1 + x2 +2x3 + x4 = 3

3x1 +3x2 −4x3 − x4 = 1

x1 +5x2 + x4 = 7

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.
130. Даны точки A(2;−1;0),B(−1;2;0) иC(−1;0;1). Вычислить:
а) скалярное произведение (2AB+AC)(BA−BC);
б) векторное произведение (2AB+AC)× (BA−BC);
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в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

140. Даны вершины треугольника A1(2;−2),A2(−1;2) и A3(8;6). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

150. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку

M0(1;−1;−1) перпендикулярно к прямой
x+3

2
=

y+1

−3
=

z+2

4
.Найти точ-

ку пересечения данной прямой с этой плоскостью.

160. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
25

13−12cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

170. Даны комплексные числа z1 = 1+5i и z2 = 2−3i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z4;
д) найти все значения корня 4

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 1

111 Даны матрицы:

A =




3 2 −1

1 1 2

2 2 5


 ,B =




−16 86 53

23 −123 −76

−3 16 10


 ,b =




−1

3

−5


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

121.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 − x2 +2x3 + x4 = 3

2x1 − x3 + x4 = 2

−2x2 +5x3 + x4 = 4

4x1 −2x2 +3x3 +3x4 = 8

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

131. Даны точки A(0;−2;1),B(2;1;1) и С(3;1;−2). Вычислить:
а) скалярное произведение (AB+2AC)(CA−BC);
б) векторное произведение (AB+2AC)× (CA+BC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

141. Даны вершины треугольника A1(1;−2),A2(4;2) и A3(−5;6). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

151. Найти проекцию точки P(5;2;−1) на плоскость 2x−y+3z+23 = 0.
161. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
1

3−3cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

171. Даны комплексные числа z1 = −
√

3+5i и z2 = 1+3
√

3i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
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г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-
ло z3;

д) найти все значения корня 3
√

z и построить их на комплексной плос-
кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 2

112 Даны матрицы:

A =




2 2 3

1 −1 0

−1 2 1


 ,B =




1 9 −16

3 11 −22

−3 −14 27


 ,b =




−5

−6

−3


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

122.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений 7.Используя теорему Кронекера — Капелли,
доказать совместность системы линейных уравнений




x1 + x2 +2x3 −3x4 = 1

x1 − x2 + x3 −2x4 = −1

x1 +3x2 +3x3 −4x4 = 3

3x1 + x2 +5x3 −8x4 = 1

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

132. Даны точки A(3;0;−1),B(2;1;−2) и С(1;0;−3). Вычислить:
а) скалярное произведение (−BA+2AC)(AB−3BC);
б) векторное произведение (BA+2AC)× (AB−3BC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

142. Даны вершины треугольника A1(0;2),A2(−3;6) и A3(4;−1). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

152. Найти точкуQ, симметричную точкеP(1;3;−4) относительно плос-
кости 3x+ y−2z+0.

162. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
9

4−5cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.
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172. Даны комплексные числа z1 = −
√

3+7i и z2 = 2
√

3− i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z3;
д) найти все значения корня 3

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 3

113 Даны матрицы:

A =




3 2 −2

2 1 −1

2 −1 2


 ,B =




4 −5 1

5 −6 1

−5 8 0


 ,b =




0

−5

−5


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

123.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 + x2 −2x3 +3x4 = 3

−2x1 + x2 +4x4 = 3

3x2 −4x3 +10x4 = 9

4x1 + x2 −4x3 +2x4 = 3

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

133. Даны точки A(2;0;−2),B(−1;2;−2) и С(1;1;1). Вычислить:
а) скалярное произведение (AB−3AC)(CA+2BC);
б) векторное произведение (AB−3AC)× (CA+BC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

143. Даны вершины треугольника A1(−2;−3),A2(4;5) и A3(1;7). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

153. Даны вершины треугольникаA(4;1;−2),B(2;0;0),C(−2;3;−5). Со-
ставить уравнение его высоты, опущенной из вершины B на противолежа-
щую сторону.

163. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
6

1− cosϕ
.
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а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

173. Даны комплексные числа z1 = 5+ i и z2 = 3−2i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z4;
д) найти все значения корня 4

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 4

114 Даны матрицы:

A =




1 3 −4

1 −6 9

3 −2 4


 ,B =




−1 2 0

6 −10 1

4 −7 1


 ,b =




0

−2

−1


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

124.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 −3x2 +4x4 = −1

−2x1 + x2 + x3 + x4 = 1

−5x2 + x3 +3x4 = −1

4x1 −7x2 − x3 + x4 = −3

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

134. Даны точки A(−4;1;−1),B(−2;2;−2) и С(−1;0;−1). Вычислить:
а) скалярное произведение (AB+2AC)(BA−BC);
б) векторное произведение (AB+2AC)× (BA−BC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

144. Даны вершины треугольника A1(3;1),A2(−3;−7) и A3(0;5). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

154. Найти расстояние точки M(2;3;−1) от прямой
x−5

3
=

y

2
=

z+25

−2
.
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164. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
20

2−3cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

174. Даны комплексные числа z1 = −
√

3−5i и z2 = 2+
√

3i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z3;
д) найти все значения корня 3

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 5

115 Даны матрицы:

A =




−7 −8 −24

−8 −9 −26

11 12 33


 ,B =




1 −12 5

−1 17 −7

0 −2 1


 ,b =




3

−1

2


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

125.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 +2x3 +3x4 = 6

−2x1 + x2 + x3 +2x4 = 2

x2 +5x3 +8x4 = 14

4x1 − x2 +3x3 +4x4 = 10

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

135. Даны точки A(0;−1;0),B(2;1;−2) и С(3;−3;−1). Вычислить:
а) скалярное произведение (AB−2AC)(2BA+BC);
б) векторное произведение (AB−2AC)× (2BA+BC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

145. Даны вершины треугольника A1(−1;2),A2(1;5) и A3(3;−4). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.
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155. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку

M0(3;1;−2) и через прямую
x−4

5
=

y+3

2
=

z

1
.

165. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
12

2− cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

175. Даны комплексные числа z1 =
√

3−5i и z2 =
√

3+2i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z3;
д) найти все значения корня 3

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 6

116 Даны матрицы:

A =




−10 −6 13

10 7 −14

−13 −6 15


 ,B =




2 2 1

3 1 5

3 2 3


 ,b =




5

6

4


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

126.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 10

−3x1 + x2 +2x3 = 0

−x1 +5x2 +8x3 +8x4 = 20

5x1 +3x2 +4x3 +8x4 = 20

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

136. Даны точки A(0;0;−3),B(2;1;−2) и С(−1;1;−1). Вычислить:
а) скалярное произведение (−AB−2CA)(AB+BC);
б) векторное произведение (−AB−2CA)× (AB+BC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

146. Даны вершины треугольника A1(−2;0),A2(−1;2) и A3(−4;4). Со-
ставить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины
A1.

156. Найти точку пересечения прямой
x−1

1
=

y+1

−2
=

z

6
и плоскости

2x + 3y + z− 1 = 0 и написать уравнение прямой, проходящей через эту
точку и перпендикулярной к данной плоскости.

166. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
2

cosϕ−1
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

176. Даны комплексные числа z1 = −3− i и z2 = 2− i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;
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б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z4;
д) найти все значения корня 4

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 7

117 Даны матрицы:

A =




1 1 1

1 2 3

1 3 6


 ,B =




−1 9 4

4 −25 −14

−2 12 7


 ,b =




4

0

1


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

127.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




−x1 + x2 +2x3 − x4 = 1

2x1 − x2 +3x4 = 4

x2 +4x3 + x4 = 6

−4x1 +3x2 +4x3 −5x4 = −2

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

137. Даны точки A(3;−2;1),B(2;0;2) и С(4;−1;3). Вычислить:
а) скалярное произведение (AB−AC)(2BA+CB);
б) векторное произведение (AB−AC)× (2BA+CB);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

147. Даны вершины треугольника A1(1;−1),A2(4;3) и A3(−5;7). Соста-
вить уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

157. Вычислить расстояние точки M0(2;0;−1/2) от плоскости 4x−4y+
2z+17 = 0.

167. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
5

3−4cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);
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б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

177. Даны комплексные числа z1 = −5+
√

27i и z2 = 2
√

3− i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z3;
д) найти все значения корня 3

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 8

118 Даны матрицы:

A =




3 −3 1

−3 5 −2

1 −2 1


 ,B =




1 −3 4

2 −8 11

4 −15 20


 ,b =




1

1

1


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

128.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 −2x2 +2x3 + x4 = 2

−2x1 + x2 −2x3 + x4 = −2

−3x2 +2x3 +3x4 = 2

4x1 −5x2 +6x3 + x4 = 6

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

138. Даны точки A(1;2;3),B(−1;−2;3) и С(0;2;0). Вычислить:
а) скалярное произведение (BA+BC)(−2AB+AC);
б) векторное произведение (BA+BC)× (−2AB+AC);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

148. Даны вершины треугольника A1(2;2),A2(1;0) и A3(0;6). Составить
уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.

158. Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую
x−2

5
=

y−3

1
=

z+1

2
и перпендикулярную к плоскости x+4y−3z+7 = 0.
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168. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
16

5−3cosϕ
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

178. Даны комплексные числа z1 = 5
√

3−7i и z2 = 3
√

3+2i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z3;
д) найти все значения корня 3

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА№ 1
ВАРИАНТ№ 9

119 Даны матрицы:

A =




0 1 2

−2 0 7

7 5 −16


 ,B =




1 2 1

2 0 −1

1 1 0


 ,b =




2

6

−5


 ,X =




x

y

z


 .

Найти матрицуC = A ·B; обратную матрицуC−1 (и сделать проверку);
решить системуCX = b с помощью обратной матрицы.

129.Используя теорему Кронекера — Капелли, доказать совместность
системы линейных уравнений




x1 +3x2 −4x3 + x4 = 1

2x1 − x2 +2x3 + x4 = 4

7x2 −10x3 + x4 = −2

4x1 +5x2 −6x3 +3x4 = 6

Найти общее решение методом Гаусса и какое-либо частное решение.

139. Даны точки A(2;1;0),B(0;1;2) и С(−1;1;0). Вычислить:
а) скалярное произведение (AB−AC)(2CA+CB);
б) векторное произведение (AB−AC)× (2CA+CB);
в) смешанное произведение AB ·AC ·BC.

149. Даны вершины треугольника A1(1;2),A2(3;3) и A3(5;0). Составить
уравнения медианы A1M и высоты A1H , проведенные из вершины A1.
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159. Найти проекцию прямой
x

4
=

y−4

3
=

z+1

−2
на плоскость x− y +

3z+8 = 0.

169. Линия на плоскости задана уравнением в полярной системе коор-

динат: ρ =
9

5cosϕ−4
.

а) Построить линию по точкам, придавая ϕ значения с шагом 15◦ (вы-
числения проводить с двумя знаками после запятой);

б) перейти от полярного уравнения к ее декартовому уравнению и по-
строить кривую.

179. Даны комплексные числа z1 = 5+ i и z2 = 2+3i.

а) Вычислить z =
z1

z2
;

б) найти модуль и аргумент числа z;
в) записать число z в тригонометрической и показательной формах;
г) используяформулуМуавра, представить в алгебраическойформе чис-

ло z4;
д) найти все значения корня 4

√
z и построить их на комплексной плос-

кости;
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Контрольная работа №2
Номера задач выбираются в соответствии с таблицей:

Вар. Номера контрольных заданий
0 200 210 220 230 240 250 260 270 280
1 201 211 221 231 241 251 261 271 281
2 202 212 222 232 242 252 262 272 282
3 203 213 223 233 243 253 263 273 283
4 204 214 224 234 244 254 264 274 284
5 205 215 225 235 245 255 265 275 285
6 206 216 226 236 246 256 266 276 286
7 207 217 227 237 247 257 267 277 287
8 208 218 228 238 248 258 268 278 288
9 209 219 229 239 249 259 269 279 289

Контрольные задания

200–209. Найти пределы последовательностей.

200. a) lim
n→∞

(n+1)(n+2)(n+3)

(n+4)3
; b) lim

n→∞
(
√

n2 +1−n−1);

c) lim
n→∞

(
1+2+ . . .+n

n+2
− n

2

)
.

201. a) lim
n→∞

n3 +2n2 +3n

4n3 +5
;

b) lim
n→∞

√
n2 +1+

√
n+1

3
√

n3 +1+n+1
;

c) lim
n→∞

(
1− 1

3
+

1

9
− 1

27
+ . . .+

(−1)n

3n

)
.

202. a) lim
n→∞

(
n2

n+1
− n3

n2 +1
); b) lim

n→∞

nsinn

n
√

n+
√

n+1
;

c) lim
n→∞

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n

)
.

203. a) lim
n→∞

(n+3)3 −n(n+4)2

(n+5)2
; b) lim

n→∞

n
√

2n +3n;

c) lim
n→∞

1+2+4+ . . .+2n

1+3+9+ . . .+3n
.
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204. a) lim
n→∞

(
n+1

2n+3

)4

; b) lim
n→∞

narctgn

n2 +2
;

c) lim
n→∞

(n+1)(n+2)

1+2+3+ . . .+n
.

205. a) lim
n→∞

n
(√

n2 +3−
√

n2 +2
)

; b) lim
n→∞

n+1

n2 +1
cos

n2 +1

n+1
;

c) lim
n→∞

√
2 · 4

√
2 · 8

√
2 · · · 2n√

2.

206. a) lim
n→∞

1

n
(√

n2 −1−n
) ; b) lim

n→∞

n+(−1)n

2n+(−1)n
;

c) lim
n→∞

1+2+3+ . . .+2n√
n4 +1

.

207. a) lim
n→∞

√
n2 +1−n√

n3 +1−n
√

n
; b) lim

n→∞

nsinn

n2 +1
;

c) lim
n→∞

(
1

4
− 1

8
+ . . .+

(−1)n−1

2n+1

)
.

208. a) lim
n→∞

2n +3−n

2−n +3n
; b) lim

n→∞

(√
n2 +2n−

√
n2 −2n

)
;

c) lim
n→∞

(
1+3+5+ . . .+(2n−1)

n+1
− 2n+1

2

)
.

209. a) lim
n→∞

(
√

(n+3)(n+5)−n); b) lim
n→∞

(
n4 +1

n3 −1
− 3n2

3n+1

)
;

c) lim
n→∞

(
1

n
− 2

n
+

3

n
− . . .+

(−1)n−1

n

)
.

210–219. Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя

210. a) lim
x→2

x3 −2x2

√
x+2− x

; 211. a) lim
x→0

√
x+4−2

4x3 +5x
;

b) lim
x→1

sin7πx

ln(2− x)
; b) lim

x→2

tg(x−2)

ex − e2
;

c) lim
x→∞

(
x+3

x+1

)x

. c) lim
x→0

ln(1+5x)

x
.

212. a) lim
x→−1

x2 − x−2√
8− x−3

; 213. a) lim
x→−2

√
2− x+ x

x3 −3x+2
;

b) lim
x→0

1− cos2x

1− e−x2
; b) lim

x→10

lgx−1

sinπx
;

c) lim
x→0

lncosx

x2
. c) lim

x→0

(
1+2x

1+ x

)1/x

.
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214. a) lim
x→0

5x3 + x
3
√

1+ x−1
; 215. a) lim

x→1

3
√

x− x

x2 −3x+2
;

b) lim
x→1

ln(x2 −2x+1)

sinπx
; b) lim

x→1

lg10x−1

tg(10πx)
;

c) lim
x→∞

(
x2 −1

x2 +1

)x2

. c) lim
x→0

(
2+ x

2− x

)1/x

.

216. a) lim
x→3

x2 −6x+9√
x+1−2

; 217. a) lim
x→−2

3
√

6− x−2

x2 +5x+6
;

b) lim
x→1

1+ cos(3πx)

1− log2(2x)
; b) lim

x→2

1− cosπx

ln(x+1)− ln3
;

c) lim
x→∞

(
2x+4

2x+3

)x

. c) lim
x→0

(1+ sin2x)1/x.

218. a) lim
x→−1

x2 − x−2√
3− x−2

; 219. a) lim
x→2

x3 −2x2 + x−2√
x+2− x

;

b) lim
x→π

cos
x

2
ex − eπ

; b) lim
x→1

ctg
πx

2
2x−1 −1

;

c) lim
x→∞

x lg(1+
1

10x
). c) lim

x→∞

(
2x−5

2x+5

)3x

.

220–229. а) найти множество точек, в которых непрерывна функция
f (x);

б) найти точки разрыва функции и определить их характер;
в) можно ли доопределить функцию в точках разрыва так, чтобы она

стала непрерывной в этих точках?

220. f (x) = 2

1

x2(x−1) . 221. f (x) = 3
√

xarctg
1

x(x−1)2
.

222. f (x) =
1

1− ex/(x−1)
. 223. f (x) =

1

x
arcsin

x

x−1
.

224. f (x) = arctg
1

x2(x+1)
. 225. f (x) = e

−
(

1

x
+

1

|x|

)

.

226. f (x) =
|x|

arctg
x

x−1

. 227. f (x) = e
−

1

|x|(x+1) .
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228. f (x) = xarctg

(
1

x2
+

1

x−1

)
. 229. f (x) =

1

x
arctg

x

x+1
.

230–239. Для заданныхфункций f (x), g(x) и h(x) найти первую и вторую
производные. Вычислить значения этих производных в заданных точках x0.
Для функции f (x) найти уравнение касательной и нормали в точке x0.

230. f (x) = ln tg
( x

2
+

π

4

)
, x0 = 0;

g(x) = e−1/x, x0 = 1;

h(x) = arccos
1− x√

2
, x0 = 0.

231. f (x) = arctg(x+
√

1+ x2), x0 = 0;

g(x) =
1

x
ln

1

x
− 1

x
, x0 = e−1;

h(x) = 2sin2x, x0 = 0.

232. f (x) = x
√

4− x2 +4arcsin
x

2
, x0 = 0;

g(x) =
cos2x

2sin2 x
, x0 =

π

2
;

h(x) = e−2x2
, x0 = 0.

233. f (x) = arctg
1+ x

1− x
, x0 = 0;

g(x) = tg2 x+ lncos2 x, x0 =
π

4
;

h(x) = x−2 −2−x, x0 = 1.

234. f (x) = ln tg
x

2
, x0 =

π

2
;

g(x) =
x√

4− x2
, x0 = 0;

h(x) = eex
, x0 = 0.

235. f (x) =
sin2 x

1+ ctgx
+

cos2 x

1+ tgx
, x0 = π;

g(x) = arctge−x, x0 = 0;

h(x) = ln

√
ex

ex +1
, x0 = 0.

236. f (x) =
x

2
(cos lnx+ sin lnx), x0 = 1;

g(x) =
1√
2

arctg
x2 −1

x
√

2
, x0 = 1;
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h(x) = ex2+2x, x0 = 0.

237. f (x) =
1+ cos8x

tg2x− ctg2x
, x0 =

π

8
;

g(x) = log2(x
2 +1), x0 = 0;

h(x) = e−
√

x, x0 = 0.

238. f (x) =
sinx

1+ cosx
, x0 = 0;

g(x) =
1√
2

arctg

√
2

x
, x0 =

√
2;

h(x) = ln
1− e2x

e2x
, x0 =

1

2
ln

1

2
;

239. f (x) = ln(1+ cosx), x0 =
π

2
;

g(x) = arctg
1+ x

1− x
, x0 = 0;

h(x) = 23x
, x0 = 0.

240–249. Найти первую
dy

dx
и вторую

d2y

dx2
производные функций, задан-

ных параметрически.

240.

{
x = (t −1)2(t −2),
y = (t −1)2(t −3).

241.

{
x = lnsin

t

2
,

y = lnsin t.

242.

{
x = −2+3t − t3,
y = t +2t2 + t3.

243.

{
x = 2cos2 t ,

y = 2sin2 t .

244.

{
x = cos t + ln tg

t

2
,

y = sin t.
245.

{
x = ln(1+ sin t),
y = ln(1− cos2t).

246.

{
x = (t3 −2t2 +4t −4)et ,
y = (t3 −2t2 +3t −4)et .

247.

{
x = ln tg t,

y = ln tg
t

2
.

248.

{
x = t cos t,
y = t sin t.

249.





x = t2 +6t +5,

y =
t3 −54

t
.

250–259. Используя формулы Тейлора для основных элементарных
функций, найтипервыепять отличныхотнуля членов разложенияфункции
f (x) по степеням (x− x0).
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250. f (x) =
x2

2x+3
, x0 = 0. 251. f (x) = (x+1)e−x/2, x0 = −1.

252. f (x) = ln(2x+1), x0 = 1/2. 253. f (x) = xcos2 2x, x0 = 0.
254. f (x) = 32+x, x0 = 1. 255. f (x) = sinπx, x0 = 1.

256. f (x) =
√

x+3, x0 = 1. 257. f (x) = xe−x2/2, x0 = 0.

258. f (x) = sinx · cosx, x0 = 0. 259. f (x) = chx =
ex + e−x

2
, x0 = 0.

260-269. Найти наибольшее и наименьшее значения функций на задан-
ных отрезках.

260. y = 1+ 3
√

(x2 −2x)2, x ∈ [−1;2].

261. y = 2x−3
3
√

x2, x ∈ [−1;1].

262. y = 1− 3
√

(x2 − x−2)2, x ∈ [−2;2].

263. y = − 3
√

x2(x−2), x ∈ [−2;4].

264. y = 2x+3 3
√

(x+2)2, x ∈ [−3;6].

265. y = 3
√

(x3 −6x2 +9x), x ∈ [0;4].

266. y = x 3
√

(3x+1)2, x ∈ [−1;1].

267. y = 1−3 3
√

2x2(x−3), x ∈ [−1;3].

268. y = 1+ 3
√

(1− x2)2, x ∈ [−1;2].

269. y = 3

√
(

x+1

x−4
)2, x ∈ [−2;0].

270. Найти уравнение прямой, проходящей через точку M(2,3) и отсе-
кающей от первого координатного угла треугольник наименьшей площади.

271. Из круглого бревна радиуса R вытесывается балка с прямоуголь-
ным сечением. Считая, что прочность балки пропорциональна ah2, где a —

основание, h — высота прямоугольника, найти отношение
a

h
, при котором

балка будет иметь наибольшую прочность.
272. Найти высоту и диаметр основания цилиндра наибольшего объема,

вписанного в шар радиуса R.
273. Вычислить наибольшую площадь трапеции, вписанной в полукруг

радиуса r так, что нижнее основание трапеции совпадает с диаметром по-
лукруга.
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274. Для уменьшения трения воды о стенки канала, площадь, смачивае-
маяжидкостью должна быть наименьшей.Найти лучшуюформу открытого
прямоугольного канала с заданной площадью S поперечного сечения.

275. На гиперболе x2 −2y2 = 2 найти точку, ближайшую к точке A(3,0).
276. Открытый бак с квадратным основанием должен вмещать V лит-

ров. При каких размерах на изготовление бака потребуется наименьшее
количество материала?

277. Зрительнаходитсянапротивкартины, расположеннойвертикально.
Нижний край картины расположен выше уровня глаз зрителя на a, верхний
край на b. На каком расстоянии от картины должен стоять зритель, чтобы
угол под которым он видит картину, оказался наибольшим?

278. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом.
Определить радиус полукруга, при котором окно будет пропускать мак-
симальное количество света, если задан периметр окна.

279. Из трех досок одинаковой ширины нужно сколотить желоб. При
каком угле наклона боковых стенок площадь поперечного сечения желоба
будет наибольшей?

280–289. Построить графики функций, проведя полное исследование
(найти область определения, точки разрыва, интервалымонотонности, точ-
ки экстремума, направление выпуклости, точки перегиба, асимптоты).

280. a) y = (x−1)2(x+2); 281. a) y =
x3

x−1
;

b) y = x− ln(x+1). b) y = x−2arctgx.

282. a) y =
x3

x2 −1
; 283. a) y =

(x−1)3

(x−2)2
;

b) y =
x2

2
lnx− x2

4
. b) y = lnx− x+1.

284. a) y = x(x−1)3; 285. a) y = x+
7

x
− 3

x2
;

b) y = xarctgx. b) y = x2 −2lnx.

286. a) y =
x3

3− x2
; 287. a) y =

x3

x−1
;

b) y = x ln2 x. b) y =
1

arctgx
.

288. a) y =
x2

2(x+1)2
; 289. a) y = x−1+

1

x−1
;

b) y =
x

lnx
. b) y = lnx− arctgx.
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